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Practica 6

INTEGRALES

6.1. Calculo de Primitivas

Ejercicio 6.1. Hallar la familia de primitivas:

1 20 —33 + 20— 1
. —d
a /\3/5 T e./ . dx

b. /ln(5) xdz

¢ / 2 — /zsin(x) + 3z i
c. / (sin(:v) + i) dx Ve
d. / (2\/5 — x) dx g. /de

Ejercicio 6.2. Encontrar una primitiva g de la funcién f(x) = /z (22 — J/x)

que satisfaga g(1) = 2%,

6.2. Meétodo de Sustitucion

Ejercicio 6.3. Usando el método de sustituciéon, calcular las siguientes integrales:

a. /(Bm —5)%dx e. /9005(392) do
b. /(St + 362 — 4)'(8 + 6t) dt £ /2fdx
2 2e* — 10
c. /33:6”” dz g. /
er — 53:
a [ i) g, b [ ln(t\/_t)dt
u



Ejercicio 6.4. Dada la funcién continua f, llamamos:

A:/f(:r)dx y B:/f(15—t)dt
Elegir la tnica respuesta correcta.
a. A= —-5B c. =bA=10B
b. A=1B d. 5A=1B

Ejercicio 6.5. Calcular:

a. /7°°s($) V2 sen(z) dz c. /Wdu

u

dz

/ cos(l+e7*) sen(l + e~ %)
ew

b. / In(sen(6)) cot(8) dd d.

6.3. Meétodo de Integracion por Partes

Ejercicio 6.6. Usando el método de integracion por partes, calcular las siguientes
integrales:

a. /xcos(:c) dx d. /\/% In(t) dt
b. / 6% sen(6) do

c. /x4 In(x) dx e. /sen2(0) do

Ejercicio 6.7. Evaluar las siguientes integrales, primero eligiendo una sustituciéon
adecuada y luego utilizando integracién por partes.

a. /x36_$2d1’ d. /COS(\/é) df

@D

b. /sen(ln(u)) du . /t In(1+¢)dt

c. /x\/l —xdr f. /u3 sen(u?)du

Ejercicio 6.8. Calcular:

a. /arctan(:p) dx e. /a:3 In®(z) dz

b. /arcos(x) dx f. /\/EIH@Q) dy

T
c. /arcsen(m)dm g /mdw
1 2
d. [t b [ nl) g,
u



cot(x) — tan®(t — 2)
() /-
In(sin(z)) v J cos?(t — 2) dt

6.4. Fracciones Simples

Ejercicio 6.9. Hallar las primitivas de las siguientes funciones racionales:

a. f(y):yzf)f;ig) e. f()z#@l)(t,g)
.Z’2 X _ X
b. () = cheiDer® . f(2) = pricrimm
. £(s) = s f() = 5
A fla) = 252000 h. f(2) =
Ejercicio 6.10. Resolver:
ot ey
S — N ;
? /e2t + 3¢l + 2 “Jlevriy(ev—22"
2 cos(x) cos(f)
b. / 28y d. / do
sin?(z) — 1 v sen?(6) + sen(f) — 6

Ejercicio 6.11. En las integrales siguientes, hacer una sustituciéon para expresar
el integrando como una funciéon racional y luego resolverlas.

vr+1
dx
T

b / dx
' 2vVe+3+x

. / dz
) 22+ ax

dr (Sugerencia: sustituir por u = ¢/x)

6.5. Funcién Area y Teorema Fundamental del
Calculo

Ejercicio 6.12. Dadas las siguientes funciones:
a. f(a) =
b. f(x)=2x+1
c. f(z) = —x+ 3 para xe|0, 3]

a) Para cada una de ellas calcular A(z) (el area bajo la curva entre 0 y x),
teniendo en cuenta la figura geométrica que queda determinada

b) Verificar que A’(x) es igual a f(x) en cada caso.



Ejercicio 6.13. Calcular la derivada de las siguientes funciones:

T Su
a. F(z) = /0 e tdt d. F(u) = V24 z2dx
2

t ™
b. G(t) :/(u3+4) du e. R(z) :/2008(2t+7r) dt
2 T
z 41 2t
. = LS = [, Z5d
c. H(z) L 9i dt (t) pza 21 47

Ejercicio 6.14. Calcular, si existen, los méaximos y minimos de las siguientes
funciones, sin resolver la integral.

2

a. F(z)= [ (t—1)dt b G(s) = [ et

0

6.6. Integral Definida y Regla de Barrow

2
Ejercicio 6.15. Sabiendo que f y ¢ son funciones integrables, que / f(z)dz =3
0

2
y que/ g(z)dz = 2, calcular:
0

a. —4/ dx—|—5/
b/ dm—l—/ 6g dx+/
1/2
c./ (x) x—S/ dx—i—/
1/2

Ejercicio 6.16. Calcular las siguientes integrales, usando la Regla de Barrow y
las propiedades de linealidad de la integral.

a. /04 2(t—3)dt c. /jﬂ (cos(f) — 2sen(0)) do

b. /11 (1’5 —3x) dx d. /081 <\‘7_— ;ﬁ) dx

Ejercicio 6.17. Calcular las siguientes integrales definidas usando el método de
integracion que considere conveniente.

L d 0 _ oz

o / x n x In(l —2%) s
0 e*+1 e (1 —2a?)
9 VT 41 z

b. A NG dx e. /0 e” sen(x) dx

1 e
c. / xe* dr f. / In(z) dz
0 1



g.

(B sen(t) cos(t)d b /Zﬁmem

ol MR

6.7. Area entre Curvas

Ejercicio 6.18. Graficar las regiones determinadas en cada item y calcular su
area.

a. A={0<y<az* <2}

b. B={2*<y<z}

c. C={y>a>—-4z+3;y<0}

d D={y>a*y>1/z; >0,y <4}

e. E={y<z}y>1/x; 0<2x <2}

. F={y>Vo;y<—jo+4 >0}

g. G es la regién que encierran las graficas de f(z) =2 — 2 -2, g(z) =z + 1
h. H es la regién que encierran las curvas y = cos(2x), y =0 con 0 <z < /2
i I={0<y<In(z); 1<z<e*}

j. J es la region que encierran las graficas de f(z) = ¥z, g(x) = z*

k. K es la regiéon que encierran las curvas y? = z, x = 4
LL={y>22"-2-2,y>0,2>20,y<z+1}

m. M (opcional) es la regién que encierran h(z) = (e + 1)(—z + 2),
flx)=€¢"+1,y=0

Ejercicio 6.19. Dada la curva f(z) = az — x?, hallar el valor de a € RT tal que
el area encerrada entre la curva y el eje de abscisas sea 36. Representar la curva y
el area.

Ejercicio 6.20. Hallar el valor de k € R* para que el drea de la regién limitada
por los graficos de f(z) = ka®, y = 8 y el eje de ordenadas valga 12.

Ejercicio 6.21. (Opcional) Calcular el area de la regién limitada por la curva
y? =4z y lasrectas y = 3 y x = 0.

a. Tomando x como variable de integracion

b. Tomando y como variable de integracion.



Ejercicio 6.22. Indicar cudl es la opcién correcta y justificar:

El 4rea encerrada entre las curvas y = e*, y = e~ "

CcOo1mao:

, v =1y x = —1 se calcula

a. /1(ex—6_z)d:r c. /O(e—e_z)dsv—l—/ol(e—ex)da;

-1

1
0 1 0 1

b./ e_zdx—i-/ e“dx d. / (e‘m—er)dx—i-/ (e —e ) dx
-1 0 -1 0

6.8. Ecuaciones Diferenciales

Ejercicio 6.23. Hallar la funcién y = f(z) que satisfaga f(z).z = —f'(x) ,
sabiendo que f(1) = 1.

Ejercicio 6.24. La tasa a la cual decrece un elemento radiactivo en cualquier

momento t, es proporcional a la cantidad presente de ese elemento. Si N es la

cantidad de sustancia radiactiva en el tiempo ¢, entonces la tasa de decrecimiento
AN

estd dada por - = —kN , donde k es la constante de decrecimiento. Si la

cantidad inicial de sustancia es Ny:

a. Expresar la cantidad de sustancia radiactiva en funcién del tiempo t.

b. Calcular el tiempo de vida media de la sustancia (el tiempo que transcurre
hasta que queda la mitad de la cantidad inicial de sustancia).

Ejercicio 6.25. Encontrar la funcién y = f(x) que satisface i + 2% =0,
sabiendo que y(1) = 3.

Ejercicio 6.26. Hallar la familia de funciones C(t) que verifica C'(t) = C(t) e 2.

Ejercicio 6.27. (Opcional) El economista Pareto estableci6 una ley empirica para
la distribucién de ingresos, llamando /N al niimero de personas que perciben x o
mas unidades monetarias. Si % = —Ax P [ donde A y B son constantes,
indicar el rango de personas que perciben ingresos entre dos valores dados cy d ,

siendo ¢ < d.

Ejercicio 6.28. (Opcional) Las tasa de crecimiento de ciertas bacterias, depen-
diendo del tiempo. es directamente proporcional a la cantidad de bacterias en cada
instante. Se pide:

a) Plantear la ecuacién diferencial que representa la tasa de crecimiento.

b) Resolver la ecuacién diferencial teniendo en cuenta que la poblacién inicial
es de 100000 unidades, y a los 60 minutos hay 200000 unidades.

¢) Indicar en qué momento habra 400000 unidades.

6.9. Ejercicios de Aplicacién

Ejercicio 6.29. (opcional) Se sabe que la velocidad de un cuerpo lanzado verti-
calmente hacia arriba en tiro vertical, se expresa con la funcién v(t) = vy — gt ,



donde vy es la velocidad inicial, g es la aceleracién de la gravedad (tomada apro-
ximadamente como 10#, se desprecia fuerza de rozamiento) y t es el tiempo
transcurrido, en segundos, desde el lanzamiento. Si se lanza un objeto con una
velocidad inicial de 102, ja qué altura se encontrara el objeto ¢ segundos después
de ser lanzado? ;Cuél serd la altura al cabo de 2 segundos?

Nota: recordar que la funcion velocidad surge de derivar la funcién posicién.

Ejercicio 6.30. Se pide:

5 5
a. Calcular / g(t) dt si se sabe que / (2¢9(t)+4t—1)dt =4.
1 1

b. Calcular / Mdm.
sen?(x) — 4

Ejercicio 6.31. (Optativo) Se pide:

1 n—1
a. Demostrar que /cos" rdr = —cos" *(z) sen(x) +
n n

/cos”_Q(x) dx.
b. Utilizar el inciso anterior para evaluar / cos?(z) du.

c. Usar los incisos anteriores para evaluar / cos*(z) du.



6.10. Respuestas de la Practica 6

Ejercicio 6. 1.

a. %x% +C

b. @ﬁ +C

c. —cos(z) +3Injz|+C

d. %a:% - %2 +C

e. z2° —a*+ 22 —Inlz| + C
f. 4/ + cos(z) + 22%/2 + C
g. e’ — %J/j/ﬁ +C

Ejercicio 6. 2. g(z) = 12°/% — %xll/ﬁ +9

—5)
Ejercicio 6. 3. a. /(395 — 5)%dx = @:’327) +C
1
b. /(St 31— 4! (8t + 6t)dt = (8¢ + 32— 4)2 4 C

C. /31:ex2da: = ;exg +C
| 1
d. /n(u)du = ZIn*(u) + C
U 2 ]
2 _ 4 2
e. /9005(39 )dQ— 68611(30 ) +C

1
. X — 2$
f /2 dx n(2) +C

2e” — 10
g./eid:r:2ln|ex—5x]+0
T

er —5H
| t
h / n(t\/—>dt—l 2(Vt) + C
Ejercicio 6. 4. c.
2
Ejercicio 6. 5. a. /7COS($)\/§sen(x)dx = —1{;)7‘”5(” +C
n
cos() 1
b. /ln(sen(&))sen(g)dé’ =3 In“(sen(f)) + C
In(u?)) 1
C. /( n(uw’)) du = —In°(u?®) + C
1 4ea 121 +e ") 1
d. / cos(1 + ™) sen(l +e dx = 3 sen’(1+e™*)+C
eZE

Ejercicio 6. 6. a. Rta: xsen(z) + cos(z) + C
b. Rta: —6? cos(0) + 260 sen(f) + 2 cos(6) + C
c. Rta: % (ln(x) — %) +C
d. Rta: 2¢%/2 {ln(t) - %] +C
e. y =5 (—sen(f) cos(d) + 6) + C

Ejercicio 6. 7. a. Sustitucién: u = —z?. Integral: —%e‘ﬁ (22 +1)+C
b. Sustitucién: z = In(u). Integral: fu [sen(In(u)) — cos(In(u))] + C
c. Sustitucion: u =1 — z. Integral: —2(1 — 2)*? + 2(1 — 2)**+ C
d. Sustitucién: u = /0. Integral: 2v/0sen(v/#) + 2 cos(v/6) + C
e. Sustitucién: u =1+ ¢. Integral: § (2 — 1) In(1+t) + 3 + 3t — 32 + C

f. Sustitucién: z = u?. Integral: —1u? cos(u?) + 3 sen(u?) + C



Ejercicio 6. 8. a. Integral: arctan(z) — 1 In(1 + 2%) + C Sugerencia: pensar como
multiplicacién arctan(x) . 1

b. Integral: arcos(z) — V1 — 22 + C

c. Integral: arcsen(z) + V1 — 22+ C

d. Integral: e’ (> — 3t* + 6t — 6) + C

e. Integral: y2* [an(x) — 5 In(z) + %] +C

f. Integral: §y3/2 {ln(gf) — %} +C

g. Integral: = [x(5$ +2)23 — 2 (55 + 2)5/3} +C

h. Integral: 1[In(u?)]* + C

i. Integral: In |In(sen(x))| + C

j. Integral: 4tg(t —2) — T tg*(t —2) + C

Ejercicio 6. 9. a. Rta: 2In|y + 1|+ 3In|y — 3| + C
b. Rta: 2In|z — 1|+ tInjz + 1| — {In|z + 3|+ C
c. Rta:6ln\s+2|+8+%+0
d. Rta: 2 + 2Infy + 1|+ 3lnjy — 3| + C
e. Rta:In|t —1| = 5In|t — 2| +5ln|t — 3|+ C
f. Rta: 2ln|x|+3ln|x—2|—3—151n|m+5|+0
g. Rta: u+1+(u+12 +C
h. Rta: 32° + 2z 4+ 3Injz — 1| — -1 + C

Ejercicio 6. 10. a. Rta: —In(e* +2) +In(ef + 1) + C
b. Rta: —In(sen(x) + 1) + In|sen(z) — 1| + C
c. Rta: —§In(e™¥ + 1) + g Infe™V — 2| + 5—— v T C
d. Rta: £ In|sen(f) — 2| — 1 In(sen(6) + 3) +C

Ejercicio 6. 11. a. Sustituciéon z = /= + 1 Integral: 2y/z + 1 —In(vz +1+1) +
In|vz+1-—1+C
b. Sustitucién z = /z + 3 Integral: 2In|v/z +3 — 1| + 3in(v/z +3+3) + C

c. Sustitucion z = /x Integral: 2In(1 + ﬁ) - % +C
d. Sustitucién z = /¢ Integral: 2\/z + 3212 4+ 6216 + 61n [21/¢ — 1| + C

Ejercicio 6. 12. a. Area: A(z) = 5z
b. Area: A(z) =2+
c. Area: A(z) = —32% + 3z

Ejercicio 6. 13. a. ['(z) = ¢ %™

b. G'(t)=t"+4
c. H'(x) = 35

(
d. F'(u) = 5v2 + 25u?
e. R'(z) = —2x cos(2z* + )

42492t (3t241)2+(3t2+1)
£.5'(t) = 216t4+1 — 6t (32+1)%+1

Ejercicio 6. 14. a. En x = 0 hay un minimo relativo. En x = 1 hay un maximo
relativo.
b. En s = 0 hay un minimo relativo.

Ejercicio 6. 15. a. —2
b. 8/3
c. 3

10



Ejercicio 6. 16. a. —8
b. 0
c. =3
d. 486/5

Ejercicio 6. 17. a. Usar sustitucionu = e* + 1 Rta: In (%)
b. Usar sustituciénu = /r Rta: 2 (e* —e* + 1)
c. Usar partes, resultado ; (e + 1)
d. Usar sustitucién u = In(1 — 2?) Rta: 1 [In (e? — 1) — 2]
e. Es una integral ciclica. Resultado: % (eg + 1)
f. Usar partes, resultado 1
g. Por sustitucién: z = 3 + sen(t) Resultado: 0
h. Por sustitucién: z = 22 — 3 Resultado: 7/3

Ejercicio 6. 18. a. Rta: 8/3
b. Rta: 1/6
c. Rta: 4/3
d. Rta: AT = A1+ A2 = (3+1n(1/4)) +5/3 =14/3 +In(1/4)
e. Rta: 7/3 — In(2)
f. Rta: 20/3
g. Rta: 32/3
h. Rta: 1
i. Rta: e +1
j. Rta: 5/12
k. Rta: 32/3
L Rta: AT = Al + A2 = 4 +5/3 = 17/3
m. Rta: £ (e +3)

Ejercicio 6. 19. a =6
Ejercicio 6. 20. k=1
Ejercicio 6. 21. Area =
Ejercicio 6. 22. d

[

22

2

NI

Ejercicio 6. 23. y =¢

Ejercicio 6. 24. a. Rta: N = Nye™*
b. Rta: tp = —1 In(1/2)

Ejercicio 6. 25. y = 555 + 2
Ejercicio 6. 26. C' = ke 2° """ keR

Ejercicio 6. 27. El rango es {— _]‘34+1C_B+1; —%ﬂd_b“}
Ejercicio 6. 28. a) % = kP donde t es el tiempo transcurrido en minutos y P la

poblacién en cada momento
b) P = 100000¢*m(2)/60
¢) t = 120 en minutos

Ejercicio 6. 29. Funcién posicion s(t) = 10t — 5t2
Altura a los dos segundos: s(2) =20 —20=0

Ejercicio 6. 30. a. —20
b. Rta: —1In (sen(z) 4+ 2) + ; In (2 — sen(z)) + ¢
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