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Practica 2

LIMITE Y CONTINUIDAD DE
FUNCIONES

2.1. Limites laterales

Ejercicio 2.1. A partir de cada grafica de la funcién, determinar:

lim f(x) lim f(x) lim f(x)

T—a™t T—a~ T—a

[ 7 7 3 i 3

Y VR 9 g

o 1 2 31 & 5 &

Ejercicio 2.2. Dada la funcién g(x), cuya grafica aparece a continuacién, decidir
cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles falsas.
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a. lim g(z) =1 h. lim g(z) =1

z—1t z—0

b. lim g(z) =1

rz—1~

i. lim g(z) =1

z—1

c. lim g(x)=1

. j. lim g(x) =0
z—1
d. lim g(z) =0
o k. lim g(z) =2
e. lim g(z) = lim g(z) z—2
z—0~ z—0t
1. 1 ist
f. lim g(z) existe L g(z) no existe
z—0
i = bt =
g 3165% g(x) =0 m. lim g(z) =0

Ejercicio 2.3. Dadas las siguientes funciones, calcular los limites indicados.

2r+3 =<3
y . _ <
a. limf(z) st f(z) {x_l o3

b. limf(z) i f(x):{x v#2

z—2 —1 r =2
—r x<l1
c. chl_>Inlf<l’> st flx)=<X3 =
x r>1
Vi—-22 0<z<l1
d. limf(z)y lim f(z) si f(z)=4¢1 1<x<2
z—1 T2~
2 T =2

Ejercicio 2.4. Calcular los limites laterales indicados, analizando previamente el

dominio de la funcién.

42

42
z+1 y

lim
a——1+ V otl

a. lim
r——2"



b. lim % y lim z—1

z—1t T——2" z+2
z x 2z+5 ’ x 2z+5
c. lim_ (:v+1) <fc2+m> y Jim <x+1) (x2+x)

d. lim In(s+3)

s——3*t

e. lim

VRZ¥4h+5—V5
h—0— h

Ejercicio 2.5. Dadas las siguientes funciones, identificar su dominio y calcular los
limites indicados.

’ 1 2—
a. lim 2”31 f. lim ¥ 39
r——3 TT y—=3 Y~
2 3 3
b. lim 2k o lim 225 oy lim —2& =5
hos_g h+3 & r—3 (z+3)(z—1)2 y o1 (@+3)(z—1)2
, , 4_q 3 2
c. lim =3 h. lfm =3z f2r
z—=0 ¥ z—0 ot
, z—1 <o z*—16
imer b e
7’ . 2
e. lim cos(f) — sin(6) j. lim £ =4=b

0—% T Y3 Y2474

Ejercicio 2.6. ;Para qué valores de aeR el lim 7”52“;“1’1 =27

x—0

2.2. Limites en el infinito

Ejercicio 2.7. A partir de la grafica de la funcién determinar, si existen, lim f(x)

T—+00
y lm f(z).




d.

Ejercicio 2.8. Calcular los limites indicados, para x tendiendo a infinito.

a.

e.

lim
r——00

lim (227 — 32° 4 7)

T—r—00

lim
r——+00

lfm (2 -3
z—+oo \7T

(1+2)

lim 2° — 2%+ \/z

T—r+00

5x248x—3
3x2+42

(o a4
£, I_ISE%O 223 —1
. 2_
g. lim %3

zfoo (x+4

h. lim z—+vVax2+3

T——+00

i. lm V22 —-2x+34+2z

T—r—00

. / z+14 9
. lim T
J z—4oo0 173

Ejercicio 2.9. Calcular, si es posible, los limites de las siguientes funciones cuando

r — 400 y cuando x — —o0.

a.

b.
c.

d.

Ejercicio 2.10. Hallar a y b > 0 tales que el :Ch_>n010

r) = 25—
r)=+1-2z
z) = In(z)
r)=e"

e. () =In(2)
f. f(z)=¢"—3

g f(z) =In(2?+1)
(Vo p) =4,



Ejercicio 2.11. El 1_131 NG <\/x +a—+x+ 3) = a. ;Cuanto vale a?

2.3. Asintotas horizontales, verticales y oblicuas

Ejercicio 2.12. Escribir, cuando existan, las ecuaciones de las asintotas horizon-
tales y/o verticales de las funciones cuyas graficas se muestran en el Ejercicio 7 y
de las que se muestran a continuacién.

b. d.

Ejercicio 2.13. Hallar el dominio de las siguientes funciones y calcular los limites
que permitan detectar, si las hay, asintotas horizontales, verticales y oblicuas.
Escribir las ecuaciones correspondientes y hacer un grafico aproximado que refleje
la informacién obtenida.

a. f(x)= Smties fof) = 1+e
b f(h) = %5 g f(h) = jz]
c. flx)= 2E2H h f(e) = VI&TH
d flx) = =25 i f(z)= e+t
e. flx)= 2+ jo f(h) = PE=dhi



Ejercicio 2.14. Encontrar lo valores de ay b tales que la recta y = 2x + 7 resulte

, . s 3 2
una asintota oblicua de la funcién f(z) = %ﬁ“ , para x — —00.

2.4. Limites especiales

Ejercicio 2.15. Sea g : R — R una funcién tal que 32°—2z* < g(z) < 322,

para todo xeR. Calcular, si existe, lim 9(@)
z—0 %

Ejercicio 2.16. Sea f : R — R una funcién tal que Sinfx) < f(zr) <
7”#;9_3 + %, para todo xzeR. Calcular, si existe, HH(l) f(x).

z—
Ejercicio 2.17. Calcular los siguientes limites, que incluyen funciones trigonomé-
tricas.

¢ x—cos(x) < 17 sin(z24+22-3)
a. mllJrr%o z+sin(z) J- 171—>H% x2422—3
¢ in(2z)
b lim sin(2z) . 1—cos(z)
: T k. lim —>+
T—+400 250 2
; cos(h)
c. lim == ;
6——o0 3 L lim 2o

o0 l—cos(z)

d. lim z*sin (%) So-+4sin(2e)
z—0 m. lim 44 sin(2x

70 *>+5sin(z)

;. 2—t+sin(t)

e. lm S s®
n. lim Lreostr)

f. 1fm s o1 tan(m)

" rS¥oo 2r+7-5sin(r)
" fi. lim 92
’ sin(x . 1 Tl T
g. il_)r% (—x + x sin (m» z
. . . 1
b iy 556 o lim sin(2) (75)
i 1fm tnGe)

donde 1 < f(z) < 4, para todo zeR

20 sin(8z)

2.5. Limites infinitos y en el infinito

Ejercicio 2.18. Calcular los siguientes limites:

z+2 , 1
o lim (2x+4)z—1 f. lim (1+2)=?
T 25 d oo \22—1 z—0t
, oy ) 52 g. lim (1+x)f2
b. lim (2 3) ‘ 0~
T—Foo \ 4T
X
2 : _ 32
c. lim (1 - l) ToFT h. ;lzlg:l% (z—=2)C
" a4 z? )
3x“+2
1 : 7 4x+5 ) =—10
d. }}1{}1{1} (1+ 6x)= L Il_{rfoo (290—1)

1
x

i. lfm (2“3)ﬁ

r—1 \6z—1

e. lim (1 + tan(z))



1‘2+1

k. lim (2w+3) ot

z——4o0 \3+6

1 limln(1+t)
: t

Ejercicio 2.19. Indicar si las siguientes afirmaciones son Verdaderas o Falsas y
justificar.

|

a. lim (1 + cos(z))==e
z—0
b. lim S —y
r—+oco T
3 5 $2+1
c. Sia =S8, el valor de lim (4“3 T ) ® ese?
z—oo \ 4z°-1

’ r2—1 Sin(m—l) _
d. lim 5=+ 5 =5

2.6. Continuidad

Ejercicio 2.20. Dadas las siguientes funciones, hallar los puntos de discontinuidad
. Para cada punto de discontinuidad, clasificar justificando adecuadamente.

a. f(x) =242

b. f(t) _2t-2 cos(t)

$2

c. flu) = wiote

Vi-l .

{3 T stoT> 1
X X -
oo stor<l

L f) = { o7

1 _
3 st rz=20

1

g flx)= {(2:;:32>E1 siox>1

et g r<1

Ejercicio 2.21. Para cada una de las siguientes funciones, indicar para qué valores
de aeR son continuas.




2x+4 .
N x+2—|—a st T < =2
2> +5a si x> —2
B 3r+1 st r<a
Clz+5 si o z>a
B 7xsm st <0
B a—|—4 si x>0
asin(x) si ZE#O
f. f(x)= 8z
/(@) {9 st =0

Ejercicio 2.22. Sabiendo que f es una funciéon continua, indicar cudles de las
siguientes relaciones son correctas y justificarlo.

a. f(4) =lim f(z)

z—4

b. lfm f(x)=lim (3 + )

c. limf(x ):—3<:>ii_>r%(f(x)+3):()

r—2

d. lim f(z )—glcig(l)f(ii—i-w)

r—2

2.7. Teorema de los valores intermedios o Teore-
ma de Bolzano

Ejercicio 2.23. Dada la funcién f(z) = 2% — 22 + 3, demostrar que la ecuacién
f(z) = 2 tiene al menos una solucién en el intervalo (—1, 2).

Ejercicio 2.24. (Optativo) Si f(x) es una funcién continua en [0, 1] y cumple
que 0 < f(z) < 1 en dicho intervalo, demostrar que existe un nimero ¢ € (0,1)
para el cual f(c) = ¢. (Sugerencia: utilizar la funcién g(x) = f(z) — z).

Ejercicio 2.25. Dadas las siguientes ecuaciones, demostrar que tienen alguna
solucion real.

a. wcos(3) + 15sin(z) = 15
b. 23 — 32 +40 =0
c. In(x) =e7"

Ejercicio 2.26. Encontrar dos intervalos disjuntos para los cuales la ecuacion
tiene una raiz: 2z% — 1422 4+ 142 — 1 = 0.

Ejercicio 2.27. (Optativo)

a. Demostrar que cualquier ecuacién polinémica de grado 5 tiene por lo menos
una raiz real.



b. Si la ecuacion es polinémica de grado par, jnecesariamente tendra alguna
raiz real? Justificar.

Ejercicio 2.28. Sabiendo que la funcién f(t) = % y f(5) = 12, demostrar
que en algin punto del intervalo [0, 5], f(t) = 8.

Ejercicio 2.29. Dada la funcién f(z) = W—(;ﬁf‘é)’ se podria adaptar el Teorema

de Bolzano para probar que f tiene alguna raiz en el intervalo (0,3)?

Ejercicio 2.30. Hallar conjuntos de positividad y negatividad para cada una de
las siguientes funciones:

a. f(t)= ﬂ;itl—a e. flz)= 51522%)

b, =i -
flz) = 55 £ f(z) = %5—4)

c. f(z)=a*(x —2)(z*+ 16)

d. f(z) =1In(z —1) g flu) =

2.8. Ejercicios de aplicacion

Ejercicio 2.31. Encontrar una férmula para una funcién f que satisfaga las con-
diciones siguientes:

lim f(x)=0; limf(x)=—o0;
r—+o00 z—0
lim f(z) =00; lim f(x) = —o00; f(2)=0
z—3~ z—3+1

Hacer un grafico aproximado de la funciéon propuesta.

Ejercicio 2.32. (Optativo) Comparacién de las magnitudes infinitesima-
les.

Supongamos que unas magnitudes infinitamente pequenas « y /3 (infinitecima-
les), son funciones de un mismo argumento z y verifican:

lim a(z) =0 lim B(z) =0
r—ra o0 o0 r—ra 000
Si la razén g tiene la siguiente propiedad:
lim 2=A+#0,

x—=a 600

se dice que las infinitesimales o y 8 son del mismo orden.
En cambio, si el limite anterior es cero, 5 se denomina infinitesimal de orden
superior a «.

a. Entre las infinitesimales (cuando x — 0) siguientes: 23, \/z(1 — z), sin(3z) y xe*®,

elegir las que son del mismo orden que la infinitesimal z;

b. ;Cuéles son las infinitesimales de orden superior a z?

Ejercicio 2.33. Un tanque contiene agua pura y se le arroja cierta sustancia
quimica, tal que su concentracion en dl, en tiempo t expresado en horas, esta
dada por la funcién f(t) = wtiitmo para t > 0. jHay algin valor al que tiende la
concentracion de esta sustancia?
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2.9. Respuestas de la Practica 2

Ejercicio 2. 1.

lim f(z) | lm f(z) | lim f(x)
rz—at T—a~ T—a
a 1 1 1
b 3 -2 no existe
c 0 3 no existe
d 4 -1 no existe

Ejercicio 2. 2.

a. F .V k.F
b. V g. V 1.V
c. F h. F m. F
d. VvV i F
e. V j. F
Ejercicio 2. 3. a. no existe
b. 4
c. no existe
d. no existe el limf(z) y lim f(z) =1
z—1 2~
Ejercicio 2. 4. a. 0y +00 c. +00y H e. %

b. 0y +o0 d. —o0

Ejercicio 2. 5. a. Dom = R — {—3} y los limites laterales dan +oc.

b. Dom = R — {—3} y los limites laterales dan +oc.

c. Dom = R — {0} y el limite es +o0

d. Dom = R — {0} y el limite es 400 cuando x tiende a cero por izquierda y 0
cuando tiende por derecha

e. Dom = R y el limite es 0

f. Dom = R — {3} y el limite es 6

g. Dom = R — {—3, 1} y los limites laterales cuando z tiende a -3 dan foo.
El limite cuando x tiende a 1 es —o0.

h. Dom = R —{0,—1} y el limite es 2

i. Dom = R — {-3, 2} y el limite es &

3
j. Dom = R — {—3,3} y el limite es %

Ejercicio 2. 6. a =4

Ejercicio 2. 7. a. Ambos son cero
b. No existen
c. Ambos son 1

d. +o0y —0c0
e. No existen
f. 400y —00
Ejercicio 2. 8. a. —3 d.—oo g. +00
b.—1 e. % h. 0
c. —00 £. 0 il
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Ejercicio 2. 9.

a b c d
lim f(z) | -11 | no existe +o0 0
T—+00
1im f(z) | -11 +00 no existe | 400
e f g
xi}go f(z) -00 +00 | +00
1im f(x) | no existe | -3 | 400
Ejercicio 2. 10. a =1y b=28.
Ejercicio 2. 11. a = —3
Ejercicio 2. 12. Ta.x =—-1ley =0 12.a. y =2

™

Tbh.r=-fyr=73
Tcr=0ey=1

7.d.x = 0 por derecha
7.e. no tiene asintotas
7.f. no tiene asintotas

Ejercicio 2. 13.

12bx=-2,x=2ey=0
12.c. z =—-0,5

12.d.z = 0 por derecha e y = 0 cuan-

do x tiende a +o00

a. c.
Dominio | (—oco,+00) | (—o0,—2) U (=2, +00) | (—00,1) U (1, +00)
A H. Yy = % no hay y=>
AV. no hay x = —% T =
A.O. no hay Y= %l‘ — % no hay
d e.
Dominio | (—o0,—2) U (—2,2) U (2,+00) | R — {0}
A H. y=0 no hay
AV. r=-2yx=2 r =
A.O. no hay no hay
f. g. h.
Dominio | (—oo,4+00) | R—{-1,1} | R — {0}
A H. Yy = no hay no hay
AV. no hay no hay T =
A.O. no hay no hay Yy =2x
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i, .
Dominio | (—00,4) U (4,+00) | (—00,0) U (0, +00)
A H. y=e’ no hay
AV. x = 4 por derecha xr=0
A.O. no hay y=x—3
Ejercicio 2. 14. a =2y b=7
Ejercicio 2. 15. El limite es 3.
Ejercicio 2. 16. El limite es 3.
Ejercicio 2. 17.
a. 1 g. 1 m. %
b. 0 h. g n. %
c. 0 i3 n. —m
d. 0 j- 1 0.0
e. -1 k. %
1
f. 5 l. 2
Ejercicio 2. 18.
a. 1l e.e i. 0o
4
b. 0 f. o joe’s
c. 1 g. 0 k. 0
d. e® h. No existe el limite 1.1
Ejercicio 2. 19. a. F Respuesta correcta oo
b. F Respuesta correcta 0
c. V
d. V
Ejercicio 2. 20. a. x = 1 discontinuidad evitable y x = —1 discontinuidad esen-
cial.

b. x = 0 discontinuidad esencial.
c. v =0y u = —3 discontinuidades esenciales; u = 2 discontinuidad evitable.
d. z = 3 discontinuidad evitable.
e. x = 1 discontinuidad esencial.
f. No hay discontinuidades.

g. . x = 1 discontinuidad esencial.

Ejercicio 2. 21. a.a =3

b.a:—lé
c.a=—j3
d.a=2
e.a=—4
f.a="72
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Ejercicio 2. 22. a. V
b. V
c. V
d. F

Ejercicio 2. 23. Sea g(x) = f(z) — 2.

Si x = —1, entonces g(—1) = f(-1) —2=0—-2 < 0.

Si x = 2, entonces g(2) = f(2) —2=3—-2>0.

Por teorema del valor intermedio, existe ¢ € (—1,2) tal que g(¢) = f(c)—2 = 0.
Despejando se obtiene que existe ¢ € (—1,2) tal que f(c) = 2.

Ejercicio 2. 24. Anélogo al anterior.

Ejercicio 2. 25. Un vez determinado el intervalo, se resuelve como el ejercicio
2.23.
a. Un intervalo puede ser (0, g)

b. Un intervalo puede ser (—4, —3)
c. Un intervalo puede ser (1,2)

Ejercicio 2. 26. Pueden ser (—5,—2) y (0, 1)

Ejercicio 2. 27. a. Usar el hecho de que las raices imaginarias aparecen de a
pares. Si existe una raiz imaginaria entonces la conjugada tambien es raiz.
b. No. Por ejemplo el polinomio p(z) = 2% + z + 1 no tiene raices reales.

Ejercicio 2. 28. Resolucién similar a la del ejercicio 2.23.
Ejercicio 2. 29. Si.

Ejercicio 2. 30.

Int. positividad Int. Negatividad
a. (=3, —1) U (2, +00) (—1,2) U (—o0, —3)
b. | (—o0, —3) U (0,2) U (3, +00) (—3,0) U (2,3)
c. (—00,0) U (2, +00) (0,2)
d. 2, +00) (1,2)
e. Y (2km, (2k + 1)) Y ((2k + 1)m, (2k + 2)7)
f. (—o0, —2) U (4, +00) (—2,4)
g. (0, +00) (—00,0)

Ejercicio 2. 31. Varias opciones. Proponé tu respuesta en el foro correspondiente.

Ejercicio 2. 32. Los infinitesimales del mismo orden son: sin(3z) y ze®**. La de

orden superior x3.

Ejercicio 2. 33. 0,2 dl
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