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POLINOMIO DE TAYLOR

4.1. Aproximacion de funciones

Muchas veces es interesante aproximar una funciéon derivable no polinémica
mediante una polinémica y calcular el error que se comete al evaluar la funcion en
un nimero particular. En otras palabras, si f es una funcién y p es el polinomio
que la aproxima, r(z) es el error que se comete al evaluar f en cada valor de x

perteneciente al dominio, es decir:

Ve € Domf : f(x)—p(x)=r(x)

4.1.1. Polinomio de Taylor

Antes de explicar qué es el polinomio de Taylor, es necesario que recordemos
algunas cuestiones sobre polinomios. Supongamos que tenemos el polinomio p(z) =
322 4+ 22 — 1 y lo queremos dividir por q(x) = x + 2. Por el formato del divisor,

aplicamos Ruffini:

3 2 -1
-2 -6 8
3 —4

Observamos que el cociente es Cy(x) = 3z — 4 y el resto es Ry(z) = 7. En la
division entera, el dividendo (en nuestro caso p(z)) se escribe como el cociente por

el divisor mas el resto. Segin nuestro ejemplo queda:
p(x) =Bz —4).(z+2)+7 (4.1.1)

Ahora podemos volver a dividir el cociente por g(x). Esto lo hacemos hasta que el

grado del nuevo cociente sea menor al grado de ¢(z).



3 —10

Decimos que el cociente de dividir el polinomio C(z) = 3z —4 por el polinomio
q(z) es Cy(x) = 3 y el resto es Ry(x) = —10. Por lo tanto, 3z —4 = 3.(z 4+ 2) — 10.

Si sustituimos esta expresion en 4.1.1, obtenemos:

p(z) = Br—4).(x+2)+7
= (B3.(x4+2)—10)(z+2)+7

Hacemos distributiva para expresar al polinomio p(z) como potencias de (z + 2):
p(z) =3.(r+2)> =10z +2)+7 (4.1.2)

Esta es la expresion de p(x) en funcion del polinomio g(z).
Una observacion: jcudnto valen las derivadas sucesivas de p(z) en —2? Para

responder a la pregunta tenemos que derivar p(x) y remplazar por —2.

px) =32 +2r—1 — p(-2)=3(-22+2(-2)-1=7
pla)=6z4+2 — p(-2)=6(-2)+2=-10
p"(x) -6 N p"(—Q) —6

Las derivadas siguientes son todas ceros. Pregunta: ;hay alguna relacion entre los
coeficientes de la ecuacion 4.1.2 y las derivadas? Para arribar a una respuesta
necesitamos formalizar lo que acabamos de hacer con p(z).

Sea el polinomio p(z) = ag + a1 + asz* + ... + a,2". Este polinomio se puede
dividir reiteradamente por el polinomio ¢(x) = x — ¢ con ¢ un nimero real. Y como

la division entera es igual al divisor por el cociente mas el resto, se puede escribir:
p(z) = by+bi(x—c)+by(x —c)* +bs(x — )+ ... + byl — )"

Si derivamos n veces, evaluamos cada derivada en ¢ y recordamos que el facto-
rial de un ntimero natural es el producto de todos los nimeros menores o iguales

a él (ejemplo: 4! = 4,32/1), queda:



p(r) =by+bi(z —c) +by(r — )2 +bs(x — ) + ...+ by(z— )" — plc) =by
P (z) = by + 2by(x — ¢) + 3bz(x — ¢)® + ... + nby(z — )" ! p'(c) =0
p'(x) = 2by +3,2.b3(x —¢) + ... +n.(n — 1).b,(x — )" ? — p'(c) = 2by

d

p"(x) =32.bs+ ... +n.(n — 1)(n — 2).b, (v — c)"3 — p"(c) =
— 3,2.[)3
p™ =n(n—1)(n—2)(n—3)...1b, — p"(c) = nlb,

Despejando y sustituyendo en p(zx), concluimos que:

El polinomio p(z) se puede expresar como

p// (C)

o (x—c)2 .. +

p(x) = p(e) +p'(c)(z —c) +

Esta expresion se denomina Polinomio de Taylor centrado en ¢

Por lo tanto, la respuesta a la pregunta planteada previamente es que hay
una relacion entre los coeficientes y las derivadas evaluadas en c: el coeficiente del
termino de grado n es el cociente entre la derivada n-ésima evaluada en c y el

factorial de n.

4.2. Polinomio de Taylor correspondiente a la fun-

cién f centrado en c

Si una funcion f es n veces derivable en el intervalo (a, c), entonces para todo
c € (a,b) se puede calcular f'(c), f"(c), ..., f™(c).

El polinomio que se expresa como:

f// C 5 f/// c
R

f™(e)

n!

n

Py(z) = f(o)+f'(c)(z—c)+ (z—cf’+..+

(z—=c)

se denomina Polinomio de Taylor de f centrado en ¢ de grado n.

Este polinomio P, tiene la particularidad que las derivadas en ¢ coinciden con
las derivadas en ¢ de la funcion f, es decir: f(c) = P,(c), f'(c) = P/(c), f"(c) =
P/(c), ..., f™(c) = PY (o).



Ejemplo 4.1. Encontrar el polinomio de Taylor de grado 6 de la funcion f(z) =
In(x + 2) centrado en x = —1.
Solucién. El polinomio de grado 6 centrado en z = —1 lo expresamos de la

siguiente forma:

fl/(_l)

2

(=)

Ps(x) = f(=1) + f' (- + 1)+ 3]
fOEY
+ %(m +1)t 4

(z+1)°+

5 f(6)(c) 6
(:L’—l-l) _'_T( —l—l)

(z+1)° +

F9(-1)
5!

Necesitamos calcular las seis primeras derivadas de f y evaluarlas en -1 para en-

contrar los coeficientes:

flx) = lIn(x+2)
flay =7 i 2
@) == g
R
@ =
@ =
@ =
Evaluamos cada derivada en z = —1.
f(=1) = In(-142)=0
f'=n = —11+ ;=1
AR ——
e = _(—12f2>4 =
D = (—217?:42)5 -t
I



Ahora estamos en condiciones de escribir el polinomio:

(=1 =3)

2
Pﬁ(m):0+1(x+1)+T(x+1)2+5(x+1)3+ T (z+ 1)+
41 s (=5 6
+a(ﬂf+1) +T(llﬁ+1)

Realizamos algunas cuentas y obtenemos que el polinomio de Taylor de f centrado

en -1 de orden 6 es:
1 5 1 | 41 s 1 6
Pa(x):(:v+1)—§(x+1) —|—§(x+1) —Z(x—i—l) +g(a:+1) —6(:17—1—1)

Podemos hacer un grafico con la funcién y el polinomio para ver qué representa

geométricamente:

En el grafico observamos que el polinomio aproxima muy bien a la funcién para
valores cercanos a -1. A medida que nos alejamos el error aumenta a tal punto que
la aproximacion deja de servir. El error va a depender del grado del polinomio,
a mayor grado menor error en las cercanias de ¢ para los cuales se calcula el
polinomio. Una pregunta interesante es: ;como se calcula el error que se comete

al estimar el valor de la funcion para cierto x evaluando con el polinomio?

4.2.1. Resto de Taylor

Es interesante conocer el valor de r,(x) = f(z) — P,(xz) en un valor de x
conocido en un entorno de c. 7, (z) es el error que se comete al aproximar f(x) con

P,(x). Este error depende del valor de x elegido y del grado del polinomio.

rn(x) se llama Resto de Taylor o término complementario.

Es necesario encontrar una expresion general para encontrar el resto.



Ejemplo 4.2. Con la funcién del ejemplo anterior verificar que existe z € (—1, z)
) (»
tal que f(z) — Py(z) = L2E (z +1)7.

Soluciéon. Ya encontramos que el polinomio de Taylor de grado 6 es
1 2 1 g 1 g 1 5 1 6
Ps(x) = (x+1)—§($+1) +§(x+1) —Z(erl) +g(:v+1) —a(erl)

Para poder verificar lo pedido necesitamos recordar el Teorema del valor me-
dio generalizado o Teorema de Cauchy, que se utiliza para demostrar la regla
de L’Hopital:

Teorema de Cauchy. Sea h y g dos funciones que cumplen que:
1. son funciones continuas en [a, bl;
2. tienen derivadas finitas en (a, b);
3. Vx € (a,b) : ¢'(x) # 0.

Entonces:
h(b) — h(a) _ h'(c)
€@ g ~ 90

., Como usamos este teorema?

Primero necesitamos definir h y g. Lo podemos hacer de la siguiente forma:
h(z) = f(z) — Ps(z) y g(z) = (z + 1)7 definidas en el intervalo (—1, z)

Ambas funciones cumplen las hipotesis del teorema, que corresponden a los items
1, 2 y 3. O sea, ambas funciones son continuas en el intervalo cerrado, derivables
en el abierto y la derivada de g es distinta de cero en todo el intervalo. Entonces

aseguramos que existe ¢; € (—1,z) tal que

h(z) —h(=1) _ W(e)

9@~ o) 2y
Observemos que:
A(—1) = f(~1) = Py(~1) = In(1) = 0 = 0
g(—1) = (—1+1)7 =0
g'(e) =T7(cr +1)°
W(c1) = f'(er) = Fg(er)
Por lo tanto, la ecuaciéon 4.2.1 la reescribimos como Ma) _ [Hle)—Fgler) que vale

9(x) 7(c1+1)°
para algin ¢; € (—1,x). Ahora, volvemos a definir dos funciones: hy(c1) = f(c1) —

7



Ps(c1) y gi(er) = 7(ep +1)%. Ambas verifican las hipotesis del teorema de Cauchy,
hi(e))—hi(=1) _ Ki(ca)
gi(c)—g1(=1) gi(e2)
¥ g1(=1) = 0. Por lo tanto, h(cs) = [F(e2)] = W(e2) ¥ gh(e2) = T6.(cs + 1)

Sustituyendo queda:

entonces: 3¢ € (—1,¢1)/ . Podemos probar que hy(—1) = 0

hy(cq) R (c2) - [ (ca) = P (c2)

gi(c)  T6.(ca 1P T6.(cat1)°

dey € (—1,¢1)/

Este proceso se puede repetir una y otra vez en total 7 veces ( si derivamos 8 veces

el denominador g(x) se hace cero). Por lo que queda:

Me) | f@-Pe) | fle)—Pie) W)
g(x) (x +1)7 7(c; +1)8 7,6.(co +1)°
_ W) fP(er) = PDs(er)
T 7,6,5,4,3,2,1 7!

Y como PMg(c7) = 0 por ser un polinomio de grado 6, tenemos que:

hMz)  flx) — Ps(z)  fD(z)
e La)l oy =TTy T

Despejando la ultima igualdad, llegamos a lo pedido:

F0(2)

o (z+1)7

dze(—1,x)/f(x) — Ps(x) =

Como dijimos previamente, el error cometido es la diferencia entre el polinomio y
la funcion. A este error lo llamamos resto de Taylor. O sea, el resto de Taylor de

la funcion f cuando se toma el polinomio de Taylor de grado 6 es:

f(2)

= (z+1)7

Esto que acabamos de deducir se resume en el siguiente teoremas:



Teorema del Resto de Taylor. Sea f una funcién con derivada finita
de orden (n + 1) en todos los valores de x pertenecientes a un entorno

de un valor ¢. Si z es un valor cualquiera de dicho entorno, entonces:

£z

(n+ 1)! e

32 € (6,2)/f(x) — Paler) = (z—c
donde P,(z) es el polinomio de Taylor de grado n de la funcion f
centrado en x = c.

Se define el Resto de Taylor del polinomio P, como:

Fe() 1
CFS

Tn(x) =

Observacion 4.3. La demostracion de este teorema es andloga a la resolucion del

ejemplo, por tal motivo omitimos la demostracion.

4.2.2. Aplicaciones

Dada una funcioén, por ejemplo, f(z) = in(z + 2) y el polinomio asociado de

grado n centrado en ¢, seglin nuestro ejemplo:

Ps(z) = (v +1) — 1(:z; +1)* + %(x +1)* — %(x +1)* + é(m +1)° — é(x +1)°

2
El resto es rg(z) = f(?!(z) (x+1)7, con f(2) = ﬁ, sustituyendo nos queda
que 76(z) = (zf!z)7'7l!(x +1)7 = 7(2—;)7(% + 1)7. Hay dos problemas que se pueden
presentar:

4.2.2.1. Estimar el error cometido al aproximar la funcién f por un

polinomio

En nuestro ejemplo podriamos estimar el error que se comete al calcular f a
través de Ps en x = —0, 5.
Para resolver esto, hay que hallar un namero positivo ¢ tal que |r(—0,5)| < &.

Esto significa que tenemos que acotar la expresion del resto:

0,5
7

1
(z+2)7

|r(—0,5)| = =(=0,5+ 1)’

(2 +2)

Con z € (—1,—0,5). Si graficamos la funcién con los modulos podemos observar

que en ese intervalo es menor o igual a 1.



Luego la expresion del resto se acota de la siguiente forma:

Y

0,5"
7(—0,5)] < <0,00112

Verifiquemos esto numéricamente, para eso tenemos que calcular:
f(=0,5) = In(-0,5+2) = 0,405465
1 1 1
Ps(=0,5) = (=0,5+1)— 5(=0:5+ 1)% + g(—0, 5+1)° — Z(_0’5 + 1)+
1 5 1 6
+2(=0,5+ 1) = (0,54 1)° = 0,404687

Si miramos ambos resultados coinciden en los primeros dos decimales y difieren

en uno en el tercero. Si restamos se puede apreciar mejor:
|f(=0,5) — Ps(—0,5)| = |0,405465 — 0,404687| = 0,000778 < 0,00112
4.2.2.2. Calcular el grado del polinomio para que el error sea menor a

lo deseado.

Podriamos calcular el grado minimos necesario para que el polinomio posea un

error menor o igual a 107 de la misma funcion f(z) = In(z + 2) cuando se quiere
calcular f(—0,5).

En este caso necesitamos el resto del polinomio de grado n. Por lo que tenemos

10



que analizar como es el formato de la derivada de orden n 4+ 1 de la funcién.

flz) = In(z+2)

e = xiQ

o) == @imz
Y e
A
fo - 2345 9

(+2)° (z+2)

Si miramos las derivadas que fuimos calculando, podemos ver que el signo se va
alternando, que el numerador es un factorial y el denominador esta elevado al

orden de la derivada. Esto lo podemos escribir:

n!

F0 @) = ()

En consecuencia, el resto para x = —0,5 es:

n! (—=0,5+ 1)1
(z4+2)"  (n+1)!

3z € (=1,-0,5)/r(—0,5) = (1)

Observemos que (n + 1)! = (n + 1).n!. Simplificamos y obtenemos:

1 (0,5)"!
(z+2)" (n+1)

rn(—0,5) = (—=1)"

Queremos que el moédulo sea menor a 107* = 0,0001. Por lo tanto, podemos

escribir:

1 (0,5)"!
(+ 2y (n+ 1)

ra(—0,5)] = \(—n”

1

W eS menor

Como ya comentamos, en las cercanias de —1, la funcion h(z) =

aly|(—1)" =1 para todo n € N. Luego, queda:

(0’ 5)n+1
(n+1)

La inecuacion la resolvemos por aproximacion, o sea, vamos probando con distintos

ra(—0,5)] < '

< 0,0001

valores de n.

11



Si n = 7, entonces )(?7511 ‘ 0,0004 > 0,0001. No verifica lo pedido, por lo

tanto, no sirve.

Si n = 8, entonces ‘ 085+81+1 = 0,0002 > 0,0001. Tampoco cumple lo pedido.
Si n = 9, entonces ‘ 09191“ = 0,0000976 < 0,0001. Verifica lo pedido.

En conclusiéon, para tener un error menor a 10-* hay que tomar un
n > 9.

4.3. Otros ejemplos

Ejemplo 4.4. Calcular aproximadamente el valor de {/33 con un polinomio de
Taylor de grado 2 y acotar el error cometido.

Solucién. La funcion que vamos a usar es f(z) = /x. Tenemos que decidir en
que valor de x vamos a central al polinomio. Para eso tenemos que pensar cudl
es el nimero cuya raiz quinta es un entero y esta préoximo a 33: v/32 = 2. Por lo

tanto, vamos a centrar el polinomio en z = 32. Calculemos el polinomio:

f"(32)

2!

Py(z) = £(32) + £/(32)(x — 32) + (x — 32)?

///(

3!

con resto ro(x) = LE (2 — 32)3 y 2 € (32,2). Las derivadas sucesivas evaluadas

en 32 son:

flx) =2 — f(32)=2

fl(x) = 593_4/5 — f(32) = 20
4 1
[ (z) = —%f% — f"(32) = ~3200
Fra) = Sia T o () =
Luego el polinomio queda
Pa(a) = 2+ o (0 — 32) — —— (& — 32)°
80 6400

Para aproximar f(33), evaluamos Py(z) en 33:

1 1
— (33 —32) — ——(33 — 32)2 = 2,01234375

= P =2
f(33) »(33) + 30 6400

Nos resta calcular el error cometido:

f///(z) _ 36 2—14/5

r9(33) = 30 (33 —32)% con z € (32,33) y f"(2) = DR

12



—14/5

Luego, acotamos el mdédulo observando que g(z) = 2 es una funcién decre-

ciente:

6 6
75(33)] = \125 2T < 9532 14/5 < (), 000003

Esto significa que los primeros cinco decimales de la aproximaciéon por Taylor van
a coincidir con la raiz quinta de 33: v/33 = 2,012346617....

Ejemplo 4.5. Si el polinomio de Taylor de f de orden 2 centrado en z = 3 es

P(z) = 5+ 42 — 3z*. Encontrar el polinomio de Taylor de grado 2 en z = 2 de la

1
2= f(2z—1)"

Solucion. El polinomio de grado 2 centrado en z = 2 es de la forma:

funcion g(z) =

Pae) = 9(2) +9' Q) — 2 + L2 -2
Las derivadas sucesivas son:
1 1
R T I By ()
! ) = 2f’(2$ - 1) ! _ 2f/(3)
g'(z) 2 f@ 1) — 4'(2) 20
§'(x) = Af"(2z —1)[2 = f(2z — 1)] +38 (f'Ce—1)" | §'(2) = 4£7(3)[2 = F(3)] +38 (f'(3))
2 - f(22 —1)] 2 - f(3)]

Como el polinomio de Taylor de f de orden 2 centrado en x = 3 posee la propiedad

de que:

£(3) = P3)=-10
F'3) = P3)=-14
f"3) = P'(3)=-6

Entonces, se pueden calcular las derivadas de g a partir de éstas:

1 1
9(2) = (3> E
/ 23 T
@) = e T 56
wion AfTB3)[2—f(3 )]+8(f'(3))2:@
7= 2— ) 27

Por lo tanto, el polinomio de grado 2 centrado en x = 2 de la funcién g es:

1 7 10

=173 5@ @ -2y

13



Ejemplo 4.6. El polinomio de Taylor de la funcion g(z) = In(ax 4+ b) de orden

2 centrado en # = 1 es P(z) = 3(x — 1) — 35(z — 1)%. Hallar los valores de a y b

reales, si existen.

Solucion. Sabemos que:

g(1) = P(1)
g'(1) = P'(1)
g"(1) = P"(1)

Entonces tenemos que calcular las derivadas sucesivas de g evaluadas en 1:

g(1) = In(a+b)

a

‘(1) —

g°(1) a+b
2
a

//1 —

g(1) a+b

Por otro lado, calculamos las derivadas sucesivas de P evaluadas en 1:

P(1) = 0
Py = 2
Py =

Igualamos las derivadas y resolvemos el sistema para encontrar a y b:

In(a+b) = 0
a 3
a+b 4
a® 9
a+b 16

La soluciéon es a =

N[V
<
S
I
NI
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