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UBA XXI Analisis Matemmatico A (Para Ingenieria y Ciencias Exactas y Naturales)

Sea {a},~; una sucesién de nimeros reales, ;podremos sumar los infinitos términos de la suce-
sion? ; Cémo podemos pensar el sumar infinitos nimeros? Sabemos sumar dos ntimeros y al resultado
sumar el siguiente, etc. pero si esa suma no tiene fin?, jpodremos obtener un resultado o conclusién?

Para esto vamos a definir una nueva sucesion.

Sea {a,},~, una sucesién de nimeros reales, la sucesién definida por
S1=a;

nga1+a2
Sn:a1+"'+an

se llama sucesion de sumas parciales

O sea, {S,}n>1 es una nueva sucesién que definimos como
n
Sn = E Qe
k=1
n

El stmbolo Y se lee sumatoria, Zak significa que hay que sumar todos los a; con k desde 1 hasta n.
k=1

Sn+1 = Sn + nt1

Ejercicio 1
Si {a,}n>1 es la sucesién dada por a, =n
Calcular los cinco primeros términos de la sucesion de sumas parciales.

Resolucién:

Si=a; =1
So=S1+a;=14+2=3
S3=So+a3=3+3=6
Si=S3+a,=6+4=10
Ss =S4+a5=10+5=15
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Ejercicio 2

. . 1
Si {an}n>1 es la sucesion dada por a, = —

Calcular los cuatro primeros términos de la sucesion de sumas parciales.

Resolucion:
S, =1
1 4
Sy =14 - =—
2=1t3=3
4 1 13
=353
s—13+1—40
79 "ot 97

Nos interesa decidir si la sucesién de sumas parciales {S,},>1 tiene, o no, limite finito. Es claro
que la sucesion del ejercicio 1 no tiene un limite finito. Mas adelante veremos que ocurre con la
sucesion del ejercicio 2.

Sea {a,},-, una sucesién de nimeros reales. Llamamos serie de término general {a,} al
limite, si existe, de la sucesion de sumas parciales.
A este limite lo escribimos

(e.0)

E a, = lim S,.
n—oo

n=1

Si este limite es finito decimos que la serie es convergente, en caso contrario decimos que es
divergente.

Proposicién

o
Si la serie E a, converge entonces lim a, =0.
1 n—o0
n=

Demostracion:
Como la serie converge lim S, =S , ademéas S, =S,,_1 + a, asi que a, =S, —S,_1.
n—oo
Por lo tanto 1lim a, = lim (S, —S,_1) =S—S=0. O
n—oo n—oo

Esta es una condicién necesaria pero no suficiente para la convergencia de una serie. Luego

[e.e]
. 1 . ..
veremos que la serie E — 1o es convergente a pesar de cumplir la condicién lim a,, = 0.
n T—00
n=1

La proposicion sirve, por ejemplo, para decidir que una sucesién no es convergente.



Ejercicio 3

o0
n
Probar que es divergente.
g Z n+3 &

n=1

Resolucién:
lim a, = lim =1+ 0 por lo tanto la serie no puede ser convergente.

n—00 n—oo N + 3

Propiedades de linealidad

o oo
Si las series Z Qn Y Z b, son convergentes y k € R entonces

n=1 n=1

1. Z(an +b,) es convergente y
n=1

o o oo

D (an+ba) =D an+ Y by

n=1 n=1 n=1

(0]
2. Z ka, es convergente y

n=1
(o ¢] oo
Z ka, = k Z Gy
n=1 n=1

La demostracién de ambas propiedades se basa en las propiedades de limites.

Veamos algunos casos particulares.

Ejemplo 1

- 1
2ty

n=1

El término general de la serie se puede expresar de la siguiente manera:

1 1 1
n(n+1) “n on+l
Por lo tanto S,, = ;%_%—H = (1—%)+(%—%)+(%—%)+... = 1_n _1|_ ] (se van cancelando
todas las fracciones, sélo queda la tltima)
Entonces lim S, = lim =1 — ! =1, asi la serie es convergente y conocemos su resultado:
n—00 n—00 n-+1

> 1
> et
— n(n+1)
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Este es un ejemplo de las llamadas series telescopicas.

Ejemplo 2

oo
Si r € R, la serie Zr" converge si |r| <1 y diverge si |r| > 1

n=0
Estudiaremos su comportamiento segin el valor de r.

o |r|>1

En este caso el término general a, = r™ no tiende a cero cuando n tiende a infinito asi que
podemos afirmar que la serie no es convergente.

o |1 <1
Observemos que la serie comienza en 0 con lo cual vamos a considerar
S =1 24 gl
n=14+r+r"4+---+r,
multiplicamos por r
rSy =1+t

n 1 n )

sacamos factor comuin S,
Sp(l—r)=1-1r"

y como |r| <1 sabemos que 1 —r # 0 asi que podemos dividir por 1 — 7 y obtenemos

S 1—r"
R =
: : - . 1
Para analizar la serie tomamos limite, lim S, = .
n—00 1—17r
- 1
En conclusidn, si |r] <1, E rt = 1
—r
n=0

La serie del ejemplo anterior se llama serie geométrica de razén r.




Ejercicio 4

Decidir si las siguientes series geométricas son convergentes. En caso afirmativo, calcular su

suma
o
1
LY 3
n=0
o0
2. qm
n=0
o
1
3> >
n=2
o0
37 4 Btk
4. 8—TL
n=0
Resolucién:
1 \" i ) . , 1
1. Podemos usar que 3 = 3) entonces la serie es una serie geométrica de razén r = 3, que

cumple la condicién |r| < 1, asi que la serie converge. Usamos la férmula del ejemplo anterior
y obtenemos que

i": (é)n - 1—11/3 - 2}3 h g

n=0
Notar que esta sucesién es la del ejercicio 2 y acabamos de probar que converge.

Esta serie también es una serie geométrica de razéon r = 4, para este valor de r la serie no
converge.

En este caso r = 3 cumple la condicién |r| < 1 pero tenemos que hacer una «correccién»

porque la serie no comienza en n = 0 sino que empieza en n = 2. Lo que hacemos es sumar y
restar los términos de ag y a; para poder aplicar la férmula de la suma vista en el ejemplo 2.

= /1\" 1 1 = /1\" 1 1
- 1+-—1—== - 1+=-]—-1—==
Z(z) + +2 2 (Z(z) + +2) 2

n=2

Vamos primero a trabajar el término general para después usar propiedades de linealidad,

3n+5n+1_3_n+5n+1_ §"+5 §n
gn g g \8§ 8

entonces,
=3 45 SN 3\ = /5\" 1 1 g8 .8 |224
SR =3(5) 2 (3) st s |




Usamos que ambas series son convergentes pues las razones son 7 = 3 y r = 2 respectivamente

8 8
y ambas cumplen que |r| < 1.

En los ejemplos y ejercicios anteriores trabajamos con series a las que les podiamos calcular su
suma, esto no podemos hacerlo siempre. Con algunas series solo vamos a poder decidir si convergen o
no. Para esto vamos a usar algunos criterios. Antes de comenzar es muy conveniente tener el siguiente
resultado.

Propiedad

o
1
Sea p € R, la serie Z — converge si p>1 ydivergesi p<1.
n=1 n
Esta serie se llama serie p. Cuando p =1 es conocida como serie armonica.
La demostracién de esta propiedad puede leerse en cualquier libro de calculo en una variable.

Ejercicio 5

Decidir si las siguientes series son convergentes.

n=1

3/n2

= 1

Resolucién:

3 ’ . . o1 - .
1. Como v/n2? = n?? el término general de la serie puede escribirse como n2—1/3 que es una serie

p,con p= % < 1 asi que podemos afirmar que la serie diverge.

2. En este caso usamos linealidad y reescribimos el denominador

=1 Iex 1
nzlwm:zl;w

nos quedd una serie p con p = % > 1 entonces la serie converge.



Criterios de convergencia de Series de Términos Positivos

Los siguientes criterios son muy utiles para decidir la convergencia de series de términos positivos.

Criterios de comparacién
Sean (an),~; ¥V (bn),~; dos sucesiones tales que a partir de un cierto n se cumple que

0<a, <b,.

(e o] (e, 9]
1. Si g b, converge entonces E a, también converge.

n=1 n=1

oo o0
2. Si Zan diverge entonces an también diverge.

n=1 n=1

Ejercicio 6

o0 1
Probar que es convergente.
q ; n + 2" .

Resolucién:
Vamos a comparar esta serie con la geométrica de razon r = % :

Si n > 1 se cumple lo siguiente:
1 1
< —
n-+42n — 2n

0<2"<n+2"=0<

[o.¢]
. 1 . o .,
Como la serie E on converge, usando el primer caso del criterio de comparacion podemos
n=1

(o0}
1
afirmar que E o también converge.
n

Ejercicio 7

=1
Probar que E M es divergente.
n
n=2

Resolucién:
Vn >3,
0< 1 < In(n)
n n
1 = In(n)
L i — di t di )
a serie ; - iverge, entonces ; iverge
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Sean (an),s; ¥ (bn),>; dos sucesiones de términos positivos (a, > 0,0, > 0) tales que

o o
. Qn . , .
lim — = s > 0 entonces E a, converge siy solo si E b, converge.

n—oo
n n=1 n=1

Ejercicio 8

n

[e9)
Probar que E €s convergente.
n=1

9n 4 3n
Resolucioén:
2n "
Consideramos b, = o = (5) sabemos que b, es convergente ( es geométrica de razén

r=73)

Calculamos el limite del cociente,

_2" n
3 gn n ’
lfim 25 = —— =1>0
n—oo o n—oo 9 4+ 3
o n
por lo tanto el criterio anterior nos permite asegurar que E T converge.
=1

Series Alternadas

Se llama serie alternada a una serie de la forma

donde a, > 0.

Si (an),>; es una sucesion de términos positivos, decreciente y lim a, = 0 entonces la serie
- n—oo

(e o]

alternada Z(—l)”an converge.

n=1
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Ejercicio 9

Probar que las siguientes series son convergentes.

(=)
2 Z nd + 2

=il

S

Resolucién:

1. Apliquemos el criterio de Leibniz, a, = % es una sucesion de términos positivos y

Z. Z. 1
lim a, = lim — =0.
n—o0 n—oo M

Falta ver que la sucesion es decreciente, pero esto es sencillo,

1 1

n<n+1=
n—+1 n

2. Este ejercicio es un poco méas complicado que el anterior, vamos a usar también el criterio de

Leibniz.
n .y o . ,
a, = ——— es una sucesién de términos positivos que cumple lim a, = 0.
n3 4+ 2 n—00
sz . s . . X
Para ver que la sucesion es decreciente, vamos a utilizar y analizar la funcién f(z) = P
x

3 3 3
, _xt+2—=3z"  —2x°+2
fi(z) = (@ +2)? _(x3+2)2<0 para todo z >1

Como la derivada es negativa, la funcién es decreciente para todo x > 1 entonces la sucesién
es decreciente.

oo
= Se dice que la serie E a, converge absolutamente si la serie (de valores absolutos)
n=1
o0
E la,| converge.
n=1
o
= Se dice que la serie E a, converge condicionalmente si es convergente pero la serie
n=1
o
E la,| es divergente.
n=1
. 7




oo
: (=1)" .
La serie E ——— converge condicionalmente pero no absolutamente.
n
n=1

En el ejercicio 9 vimos que esta serie converge, pero al aplicar médulo al término general, obte-
o

1
nemos E — (serie arménica) que diverge.
n

n=1

Teorema

o0
Si una serie converge absolutamente entonces converge, o sea si E la,,| converge entonces

o0
E a, converge.

n=1

n=1

Demostracion:
Usaremos la siguiente desigualdad:

0 < lan| + an < 2|ay|
(recordar que |a,| = a, o —a, segun su signo)
o0

Por la hipdtesis E |a,| converge entonces E 2|a,,| converge y usando el criterio de comparacién
n=1

n=1
[e.e]
obtenemos que E |a,| + a, también converge.
n=1

Ahora bien,

9] o0 9]
D an=2 lanl+an =3 lan]
n=1

n=1 n=1

o0
asi que podemos afirmar que g a, es convergente por ser resta de dos series convergentes.

n=1
Ejemplo

o
: : , sen(n)
Analizar la convergencia de la serie E —_—

n=1

n2

Veamos si converge absolutamente, sabemos que

n=1 n=1

la ultima serie converge pues p = 2 > 1 usamos comparaciéon y obtenemos que la serie converge

(0.)
_ sen(n)
absolutamente entonces, por el teorema anterior E —

3 converge.

n=1

10



Los siguientes criterios también son de gran utilidad para decidir la convergencia de algunas series.

Criterio de D’Alembert o del cociente

Si {an},>; es una sucesién tal que

lim ’an+1’ — I

n—0o  |ay|
o0

a) Si L <1 entonces la serie Z a, converge.

n=1

b) Si L >1 o L =400 entonces la serie Zan diverge.
n=1
c) Si L =1 el criterio no decide la convergencia de la serie.

Ejercicio 9

Estudiar la convergencia de la serie

n=1
Resolucién:
Usemos el criterio de D’Alembert,
|api1] ey n! 1
| .
lm = g D gy T i —0<1,

entonces la serie converge.

Criterio de Cauchy o de la raiz

Si {a,},>; es una sucesién tal que

lim R/|a,| =L
n—oo

0.9}
a) Si L < 1 entonces la serie Zan converge.

n=1

b) Si L >1 o L =400 entonces la serie Zan diverge.
n=1
c) Si L =1 el criterio no decide la convergencia de la serie.

Ejercicio 10

Estudiar la convergencia de la serie

11
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Resolucién:
En este ejercicio nos conviene usar el criterio de la raiz n-ésima ya que tenemos una expresion
elevada a la n.

o T
205, Vel =0,

n+3 n—oo 2n+3 2

n+1\" ) n+1 1
= lim =—-<1,

entonces la serie converge.

Series de Potencias

Sabemos que si una funcion es n-veces derivable, podemos aproximarla por su polinomio de
Taylor de orden n:

f(z) = 2”: %(m — o) +r(z) con 1, el resto.
k=0 '

., Qué sucede si la funcion es derivable para todo n? En este caso, podemos aproximar a f por
polinomios de cualquier orden y suponer que se verifica la igualdad

0 4(k) (¢
fey =3 o

Pero a la derecha tenemos una «suma infinita» cuyo sentido hay que precisar, dada la presencia de la
variable x, no es exactamente una serie numerica, pero la transformamos en una cada vez que con-
sideramos un valor fijo para x. De esta manera, es posible que la serie converja para algunos valores
de la variable y para otros no. Para formalizar estas ideas, introducimos las series de pontencias.

Una serie de potencias es una serie de la forma

donde ¢ es un numero fijo.

Ejemplo
Z 1 "
2n
n=0

converge si |z| < 2 y diverge si |z| > 2.

. , L o [T\
Observemos que para cada x fijo la serie puede escribirse como E (5) que corresponde a una
n=0
serie geométrica de razén r = 3. Por lo tanto, converge si |5| < 1 y diverge si |5| > 1 (despejando

estas desigualdades se llega a las condiciones del enunciado)

12
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Ejemplo

(o)
E n*(z —1)"
n=0

converge solo si x = 1.

Es claro que si x =1 el término general es nulo y por ende la serie vale cero.

Si x # 1 usamos el Criterio de Cauchy,
lim {/|n"(z —1)*| = lim n|z — 1] = +0
n—oo n—oo

y entonces la serie diverge.

Ejemplo

converge para todo = € R.

En este ejemplo usamos el Criterio de D’Alambert,

. @3 ple 3t e +3

= = =0<1

Por lo tanto, la serie converge cualquiera sea el valor de x.

En estos tres ejemplos vimos que la series convegen en un intervalo, en un punto o en todo R.
El siguiente teorema afirma que estos son los tinicos casos posibles.

Teorema

o
Dada Z a,(x — ¢)" puede ocurrir:

n=0

1. La serie converge solo si x = c.
2. La serie converge para todo valor de x.

3. Existe R > 0 tal que la serie converge si |z —¢| < R y la serie diverge si |[x —c| > R .

El nimero R del teorema anterior se llama radio de convergencia de la serie.

Si la serie converge s6lo si * = ¢ decimos que el radio de convergencia es R = 0. En cambio, si
converge en todo R decmos que R = 00.

Observemos que el tercer punto del teorema no nos indica que ocurre cuando = —c = £R. A
estos casos hay que estudiarlos en forma particular, de este modo la serie va a ser convergente si

13



x pertenece a alguno de los siguiente intervalos: (R —¢,R+¢), [R—c¢,R+¢), (R—c¢,R+¢] o
[R — ¢, R+ ¢]. El intervalo que corresponda se llama intervalo de convergencia
Ejercicio 11

Determinar el radio y el intervalo de convergencia de la serie
oo

x4+ 1"
y e

n=1

Resolucién:
Estudiamos la convergencia usando el criterio de Cauchy,

(x+1)"
n2m

_ lm |z 4+ 1] B |z + 1
oo %2_ 2

. . . 1 . . 1 . .
El criterio nos asegura que si leH < 1 la serie converge, y si ‘x%' > 1 la serie diverge.

Lo que falta ver es qué sucede en los bordes del intervalo, o sea en valores de x tales que el
criterio de la raiz no concluye.

lim {/|a,| = lim ¢
—

n—oo n—0o0

|z + 1]

5 =l |z+ll=2«<=zx=10x=-3.

n

o oo
. 1 : :
Veamos en = = 1: reemplazandolo en la serie, E o = g — obtenemos la serie arménica que
n n
n=1 n=1
ya sabemos que es divergente.

o0

DTSN o s e
En z = -3: — = —_— = — do 1 lternada del 9
n xr 2 nan 2 non 2 n nos quedo la serie alternada del €JerciCclo
que es Convergente.

En conclusidn, esta serie converge para los valores de = € [—3;1), este es el intervalo de conver-
gencia de la serie. El radio de convergencia es 2.
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