ECUACIONES DIFERENCIALES

Muchos fenémenos fisicos de interés para la ingenieria se analizan en base a
modelos matematicos que intentan explicar el comportamiento de los mismos, en
el planteo de los éstos es comin que se establezcan relaciones entre las variables de
interés y sus derivadas o sus diferenciales.

Por ejemplo un modelo aplicable a la fisica, establece que en un movimiento
rectilineo uniforme un moévil se desplaza con velocidad constante. Si consideramos
que z(t) es la funcién que representa la posicion de un movil en funcion del tiempo
el modelo anterior podria escribirse en términos de esta funcién de la siguiente
manera:

dx

dt

donde el primer término representa la velocidad como derivada de la posicién
respecto del tiempo.

Por otro lado, un modelo que describe el crecimiento poblacional fue el enunciado
por Malthus y establece que: La poblacién de una especie varia con una velocidad
proporcional a la poblacién existente en un determinado momento.

Nuevamente, si llamamos P(t) a la funcion que describe la poblacion en un
instante t, el modelo enunciado podria describirse por la ecuacién:

= ’UO

dpP
dt
donde % representa la velocidad de variacion.
En ambos modelos se establece la relacion entre una funcion desconocida (z(t)
y P(t) ), las variables de las cuales depende y sus derivadas y diferenciales. A este
tipo de ecuaciones se las denomina ecuaciones diferenciales.

= kP

Definicién. Llamaremos ecuacion diferencial ordinaria (EDO) a toda ecuacion que
involucre a una funcién incégnita - de una tnica variable independiente - y a sus
sucesivas derivadas, incluyendo eventualmente también a la variable independiente.
Si la derivada de mayor orden que aparece es de orden "n", se dice que es una
ecuacion diferencial ordinaria de orden n.
Las ecuaciones anteriormente mencionadas corresponden a ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden 1.

Soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria.

Definiciéon. Toda funcion y = y(z) definida en un intervalo I , con al menos n
derivadas continuas que al reemplazarla en la ecuacion diferencial de orden n, la
transforma en una identidad, se considera solucién de la ecuacion diferencial en I

Ejemplo. Demostrar que y = % es solucion de

oy +y = 0
1
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en el intervalo (0, +00).

Ya que y = % es una funcién continua y derivable en el intervalo (0, +00), para
demostrar lo que nos piden bastara sustituir y e y/ por y = % y su derivada en la
ecuacion y ver que llegamos a una identidad.

ay +y =z <i>+(;> =z (—;)-F(i) =—%+é=0(1)

Podemos ver que % verifica la ecuacion diferencial y por lo tanto diremos que
y = = es solucién de la ecuacién diferencial 2y’ +y =0 en el intervalo (0, +o0).

Resolucion de Ecuaciones Diferenciales. Para los modelos planteados anteriormente
nos podria interesar encontrar la expresion de la funcién que describe la posicién
del movil o la expresion de la funcién que describe el crecimiento poblacional; para
hacerlo deberiamos resolver las ecuaciones diferenciales planteadas anteriormente,
es decir, encontrar las funciones x = z(t) y P = P(t) que verifican la ecuaciones
diferenciales planteadas. Veamos cémo resolver cada caso:

En el primer modelo la ecuacién que diferencial planteada nos quedo:

dx
dt
Para encontrar z = x(t) la expresion de la funciéon bastara con integrar

z(t) = /vodt

z(t) = wvt+C

= ’UO

La funciéon que describe la posicion de un moévil que se desplaza segin un
movimiento rectilineo uniforme esta dada por:

z(t) = wvot+C

Podemos observar que en este caso la solucion no es una tnica funcién sino una
familia de funciones ya que la funcién hallada depende de la constante C. Para
que la solucién resultara tnica la ecuacion diferencial deberia venir acompanada
de alguna condicién inicial que describa el movimiento del mévil estudiado, por
ejemplo, la posicion inicial 2(0) = zp.

Si aplicamos esta condicion inicial a la solucion hallada podriamos encontrar el
valor de la constante C:

2(0)=vy-0+C =C =xg
La respuesta a la ecuacion diferencial fl—f = vp sujeta a la condicion inicial z(0) =
X es:

xz(t) = wvot+xo

Esto nos da la pauta de que una EDO puede tener toda una familia de soluciones
posibles pero, anadiendo condiciones adicionales, se restringe la arbitrariedad en la
eleccion de las mismas.
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L g = -
A la expresion: (0) se la conoce como problema a valores iniciales.
x =T

Analicemos ahora el siguiente modelo:

P = kP

Si agrupamos los términos correspondientes a la variable dependiente nos queda:

Al igual que hicimos en el ejemplo anterior,para poder encontrar la expresion
de la funcién P | el objetivo tltimo sera integrar, para ello multiplicamos ambos
términos por dt e integramos

/%Pl(t)dt = /k.dt

En el caso de la integral de la derecha la respuesta es:

kt+Cy
respecto de la segunda integral si llamamos:

du = P (t)dt

La integral nos queda:

Cuyo resultado nos queda:

In |U| + 02
De donde la solucién de la integral sera:

In |P(t)| + 02
Por lo tanto la ecuacién (1) nos queda:

n|Pt)+Cy = kt+Ch

Lo primero que podemos ver es que las dos constantes pueden reducirse a una

In|P(t)] = kt+C

Para encontrar la expresion de la funcion P...

|P(t)| ek.t-i—C
Pt) = =e%.eFt

Para simplicar la expresion a la que llegamos llamaremos A a la constante : +e©
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De donde la funcién buscada seré:

Pt) = Akt

Observacion. En la practica podemos al resolver la segunda integral podemos omitir
el cambio de variable procediendo de la siguiente manera:

De donde

De esta manera la integral:

1 ,
/WP () dt

1
—dP
[
Esta integral nos queda ahora en términos de la variable P y posee la misma

forma que la que planteamos en variable u luego del cambio de variable. Si la
resolvemos nos queda:

Nos queda

In IP(t)| + 02
Que es el mismo resultado al que llegamos después del cambio de variables. Por
lo tanto si queremos agilizar las cuentas podemos omitir el cambio de variable y
resolver la integral considerando a P como variable.

Ejercicio. Encontrar la funcién y = f(z) que satisface z2y+ %y/ = 0 sabiendo que
y(0) = 3.
Para resolver este problema podemos seguir unos pasos similares a los seguidos

en el ultimo ejemplo.
Nuestro objetivo es encontrar la funcion y = f(z) que verifica la ED dada
Aligual que hicimos para el modelo poblacional comenzamos separando y agrupando

variables:

A
ry+—-y =0
x
1.,
—y = —a¥y
X
1:[/:—.’1}'3
y

Ahora multiplicamos ambos términos por el diferencial de la variable independiente

1
—ydr = —23dz  (2)
Y
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Considerando que

y=y(x)
dy =y (z)dx
la ecuacion (2) nos queda
—dy = —x’dx
Integramos ambos términos:
1
/ —dy = — / x3dx
Yy
4
x
1 = ——+C
n |y T
Siguiendo un procedimiento analogo al expuesto nos queda como solucion:
m4
y(z) = Ae”
Aplicamos condiciones iniciales y(0) = 3
y(0) = A=3

Por lo tanto la funcion y = f(z) buscada sera

24

y(z) = 37

Verificacion:

1. N 1 2N A ot
Py+-y =a° (36_7)4—* (36_T> = 2? (36_7)—#* (—3%36_7> = 3z%e
T T x

y = f(x) verifica la ED por lo tanto la funcion hallada es correcta

Ejercicio. Se sabe que la velocidad de un cuerpo lanzado verticalmente hacia arriba
en tiro vertical, se expresa con la funcion v(t) = vg — g.t , donde vy es la velocidad
inicial, g es la aceleracion de la gravedad (tomada aproximadamente como 10 m/seg?
, se desprecia fuerza de rozamiento) y t es el tiempo transcurrido, en segundos,
desde el lanzamiento. Si se lanza un objeto con una velocidad inicial de 10 ™/seg
, oA qué altura se encontrara el objeto t segundos después de ser lanzado? ;Cual

serd la altura al cabo de 2 segundos?

Nota: recordar que la funcién velocidad surge de derivar la funcién posicion.

Teniendo en cuenta lo que dice la nota y los valores de velocidad inicial y
gravedad, si llamamos y(¢) a la altura del objeto en el instante t podemos plantear
la ecuacion v(t) = vg — g.t en términos de la funcion y(t) de la siguiente manera:

y'(t) = 10-10.t

Para encontrar la expresion de la altura en términos del tiempo t bastara con

integrar
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() = / (10 — 10t) dt
y(t) = 10t -5 +C

Donde C representa la altura inicial, podemos suponer que el objeto parte del
suelo por lo que su posicién inicial es C=0.

Respondamos ahora a las preguntas que nos formula el problema:

A qué altura se encontrard el objeto t segundos después de ser lanzado?

Basta con conocer la altura correspondiente a t=1 segundo:

y(1) = 101-5(1)*=5

Después de 1 segundo el objeto se encuentra a 5 metros de la posicién inicial.
;,Cudl seré la altura al cabo de 2 segundos?
Basta con conocer la altura correspondiente a t=2 segundos:

y(2) = 102-5(2)°=0

Segun las cuentas la altura correspondiente a t=2 segundos es 0 metros, ; Tiene
sentido?

Si graficamos la trayectoria del mévil podemos observar que luego de ser lanzado
el objeto alcanzi su altura maxima al instante t=1 y luego comienza a descender
hasta tocar nuevamente el suelo a los 2 segundos de ser lanzado.



