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Notas para Practica 7

Sucesiones

7.1. Definicién de sucesion

Una sucesion es una funcion cuyo dominio son los nimeros naturales

f:NoR

Hay que destacar que la imagen no tiene ninguna restricciéon, por lo que per-
tenece al conjunto de los Reales. Podria suceder que, también, perteneciera a los
ntimeros Naturales, dado que este conjunto esta contenido en los Reales; pero esto

serfa un caso particular.

7.1.1. Notaciéon

En las sucesiones - a diferencia de las funciones - tendremos un primer elemento
(el que surja de reemplazar con 1 en la formula), un segundo (al reemplazar con 2),
etcétera. Teniendo en cuenta esto, la notacion, en lugar de indicarla como en las
funciones, por ejemplo f(1) que indicaria el primer elemento, f(2) que indicaria
el segundo, se indica con subindices: fi, fa, f3... . Ademas, para las féormulas, con
la finalidad de distinguir una sucesiéon de una funcién, se usan las letras a, b, ¢ en
lugar de la f y para los valores del dominio, la letra n (de naturales) en lugar de
la z.

Algunos ejemplos:

» a(n) =a,=n?-1

También, nos podemos encontrar con que una sucesion esté indicada mediante los

primeros términos que la definen. En nuestros ejemplos quedarian de esta forma:
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Encontrarnos con sucesiones dadas de esta manera nos traen dos problemas:

1. No es facil identificar cudl es el término siguiente. Por ejemplo, en a, si
quisiéramos saber cudl es el término as no nos dariamos cuenta, a simple

vista, no sabemos cuél es la formula que genera esa sucesion.

2. Un problema mayor es que podriamos (y seguro se cumple) tener diferentes

formulas para una misma sucesion. Por ejemplo:
c,=1,2,4...

En esta sucesion, si quisiéramos saber cudl es el cuarto término (pensemoslo
unos segundos antes de seguir leyendo...)

Alguien podria decir que el cuarto término es 8. Otro, podria decir que es 7.
Y, efectivamente, los dos podrian tener razon.

La primera persona estaria pensando en esta formula: ¢, = 2"~!. En realidad,
esta persona no pensaria exactamente en esta formula, sino que lo estaria
pensando en forma recursiva (cosa que veremos enseguida), viendo que la
relacion con el término anterior es del doble. Es decir, 2 es el doble de 1; 4
lo es de 2; por lo tanto, el doble de 4 ser4 8.

En cambio, el pensamiento de la otra persona se ajustaria a la siguiente

@ + 1. Nuevamente, esta persona de seguro no habria

formula: ¢, =
pensado en esta formula, habria observado que el segundo término es 1 mas
que el primero, y el tercero es 2 mas que el segundo, por lo tanto, el cuarto

serd 3 méas que el tercero, etcétera.

Por lo visto, una sucesion esta bien definida con la formula.

7.1.2. Definicidon recursiva

Muchas veces nos sera mas comodo definir una sucesiéon de forma recursiva. En
lugar de tener una féormula o mostrar varios términos, la definimos en funciéon de
algin término anterior. Por ejemplo:

a, = 2" ! definicion con la férmula

a, =1, 2,4, 8, 16... mostrando los cinco primeros términos

a, = 2a,_1; a; = 1 definicién recursiva
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En la definicion recursiva estamos diciendo que cualquier término es el doble
del anterior. Por ejemplo a7 = 2ag y ag = 2a5 vy asi, de manera recursiva, llegamos
hasta el primer término. Notese que hay que definir este primer término aparte.
Por ejemplo, si miramos la sucesion b, = 3,6, 12,24, 48... , cada término es el doble
del anterior. Sin embargo, no es la misma que a,,. ; Qué cambia? El primer término,
en lugar de ser 1 es 3.

En algunos casos, utilizaremos mas de un término anterior. Por ejemplo, en
la sucesion de Fibonacci, donde f, = f,_1 + f._2. En esta sucesién estamos
diciendo que cada término es igual a la suma de los dos términos anteriores. En
este caso deberemos definir los dos primeros términos, ya que al hacer f3 nos indica
que es igual a f; + fo y ya no podriamos seguir retrocediendo. Por lo tanto, hay

que definir estos dos primeros términos: f; = fo =1

7.2. Comparacién entre una sucesiéon y una funcion

. Cuales son las diferencias més importantes al comparar una sucesion con una
funcion?

Veamos un ejemplo:

En la imagen, en la linea azul tenemos la funcion f(z) = x? — 3, en puntos
rojos tenemos la sucesién a, = n? — 3. Viendo nuevamente el grafico pero, esta

vez, sin el grafico de la funcion:
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Vemos que la sucesion son puntos que estarian sobre la grafica de la funcion
que es continua.
Otra forma de representar las sucesiones es en la misma recta de los reales, en

un solo eje, como vemos en la siguiente figura:

Es decir, en este eje horizontal, estamos representando los valores de la imagen,

indicando, arriba de cada punto, a qué término pertenece.

7.2.1. Limites aplicados a sucesiones

Como vimos en los graficos, la representacion de las sucesiones son puntos
aislados (aunque puedan acumularse en alguna zona). Por lo que no tendria sentido
hablar de cosas como limite en un punto, rectas tangentes, derivadas, etcétera. Es
decir, no podremos derivar una sucesion.

Nos va a interesar el limite de la sucesion cuando el valor de n sea muy grande.
A qué tiende esa sucesion?

Continuando con el mismo ejemplo de la sucesion anterior:

lim (n2 — 3) = 400

n——+00
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En general podremos utilizar todo lo visto y aplicado en las funciones, con algunos

cuidados. Por ejemplo, si quisiéramos calcular este limite

. 2n+3
lim ———
n—+oo 1, — 1

En donde tenemos una indeterminacién de tipo “infinito” sobre “infinito”, podria-
mos sacar n factor comun en el numerador y en el denominador y, luego de simpli-
ficar, indicar que el limite es 2. Sin embargo, si alguien quisiera aplicar L'Hopital
no podriamos. ;Por qué?

Por lo comentado anteriormente, no podremos derivar algo que es discreto (son
puntos). Por supuesto que podriamos argumentar que la sucesion tendra el mismo
comportamiento en el infinito que una funcién con la misma férmula pero con
dominio en los reales (exceptuando alguno que anule el denominador). Es més, la
sucesion serdn puntos que pertenecen a la funcién. Por lo tanto, podriamos armar

una funcién de esta forma:

2x + 3
fo) =271
Y, luego, hacer:
. 20+ 3 g .. 2
lim —— = lim — =2
n—+oo r — 1 n—>+ool

De esta forma aplicamos L’Hopital, derivamos numerador y denominador y
concluimos que el limite de la funcién es 2, por lo que el limite de la sucesion sera
el mismo valor. Por supuesto que el resultado es el mismo pero, conceptualmente,

no podemos derivar una sucesiéon ya que carece de sentido.

7.3. Algunas cuestiones mas

Lo que nos faltaria agregar es que las sucesiones, como las funciones, podrian
no estar definidas para ciertos valores de n. En el ejemplo anterior, la sucesiéon no
estaba definida para n = 1. Por lo tanto podriamos decir que la sucesién comienza
a partir del n = 2.

También, a veces, nos interesara agregar el valor 0. Por lo tanto, el dominio
seran los naturales mas el cero. Muchas veces, en este caso, el primer término se
indica como ag en lugar de a;.

Por otro lado, también podriamos tener sucesiones definidas en forma partida,

como lo haciamos con las funciones. Por ejemplo:

n+1l sin<b
ay =

3 stn>6
n—>5s
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Por supuesto que en el ejemplo anterior, la funcion que esta en la primera linea no

nos interesard cuando veamos el limite al infinito.



