UBA X XI

Introduccioén a la Matematica

Operaciones entre numeros reales. Propiedades

Sumay
multiplicacion.

Propiedades

Conmutativa
Asociativa

Existencia de
elemento neutro

Existencia de
elemento inverso

Las operaciones entre nimeros reales se definen de manera analoga a las
operaciones entre nimeros racionales y tienen las mismas propiedades.

Recordamos las propiedades de estas operaciones.

Operaciones en el conjunto de los nimeros racionales.

En el conjunto de los nimeros racionales estan definidas dos operaciones: la

adicion y la multiplicacion.

e Por adicién entendemos que a todo par de nimeros racional a, b se le
asigna un numero racional llamado suma de a con b que indicamos

a+b

e Por multiplicacion entendemos que a todo par de numeros racionales a, b
se le asigna un numero racional llamado producto de a con b que indicamos

Cualesquiera sean los numeros racionales a, b y ¢ se verifican las siguientes

propiedades:

De la adicion

De la multiplicacion

at+tb=b+a

a-b=b-a

(a+b)+c =a+(b+c)

(a-b)-c=a-(b-0)

0 es el elemento neutro pues:
a+t+0 = 0+a-=a

El elemento neutro es Gnico

1 es el elemento neutro pues:
a-1=1.

El elemento neutro es Unico

a=a

-a es el inverso aditivo de a

a +(-a =(a) +a =0

Al inverso aditivo de a se lo llama
opuesto de a.

o Elinverso aditivo es Unico

1 1 . S
a — = — es el inverso multiplicativo
a

de a
gl sl e = 0 (el 22 a)

Al inverso multiplicativo de a se lo
llama reciproco de a.

e El inverso multiplicativo es
Unico
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Introduccioén a la Matematica

La propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicién,
vincula ambas operaciones:

e Cualesquiera sean los numeros reales a, b y c vale que:

a-(b+tc)=a-b+a-c

Observacion

e En el conjunto de los nimeros naturales no se verifican las propiedades
de neutro e inverso aditivo para la adicién, ni la de inverso
multiplicativo.

¢ En el conjunto de los nimeros enteros, no se verifica la propiedad de
inverso multiplicativo.

Resta y Divisiéon La existencia del opuesto permite definir la resta como la operacion inversa de la
suma:

e Restar dos numeros reales a y b significa sumar a con el opuesto de b.
a-b=a+(-b) 3 1_3+( 1)

4 3 4 3

La existencia del inverso multiplicativo, excepto para el cero, permite definir la
divisién como la operacidn inversa de la multiplicacion:

o Dividir dos numeros reales a y b (con b= 0) significa multiplicar a por
el reciproco de b

a:b:a-b'lza% 3.5 3(3
4°3 4|5

De las propiedades enunciadas se deducen otras que conviene recordar:

Otras

propiedades o El opuesto de la suma es la suma de los opuestos:

-(a+h) =-a+(-b)

e El producto de cualquier nimero racional por (-1) es igual al opuesto
aditivo del niumero racional:

a-(-1) = (-1)-a =(-a)

e El producto de un nimero racional por cero es cero:
a-0= 0-a=0

e Sia-b=0 entoncesa=06b=0

e Ley cancelativa:

0 delasuma: Si a+c =b +c entonces a=b
0 delproducto: Si a-c =b-c yc#0entonces a=b
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Introduccioén a la Matematica

Potenciacion

Propiedades

Las propiedades que enunciamos para los nimeros racionales nos permiten

resolver situaciones en las que intervienen ndmeros irracionales.

Por ejemplo:
5/3-243=343

También son vélidas las propiedades de la multiplicacion,

35 . 21=645n

Para resolver situaciones, en las que intervienen raices de nimeros naturales,
sin recurrir a aproximaciones es importante detenerse en la potenciacién y la

radicacién de nimeros reales.

e Sia es un nuamero real cualquiera, y n es un entero positivo entonces la

potencia enésima de a es:

a" =a-a-a-...-a

n factores

o a"eslapotenciaenésima de a n
_ a" —* Eexponents
e ase denomina base J.

e neselexponente baze

Recordamos que
e a’=1paraa=0
. a'=a

e Sinesun entero positivo y a # 0, entonces

_ 1
a "= _—
al
Por ejemplo
s1.1 g2_1_1
5 32 9
-1
e En particular: a = 1 = E
b a a
b
Por ejemplo
[E)_l _ 1.5 [EJ‘Z _ [if 4% 16
5 7(§J73 a) \3) 32 9
5

La potenciacién de nimeros reales tiene las siguientes propiedades

Para a'y b nimeros reales y my n enteros

e Producto de potencias de igual (_3)2 _(_3)3 =(_3)2+3 =(_3)5 —.243

base
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e Cociente de potencias de igual 5
base 3—=35'2=32:9
32
n
2 __an M (320
am

e Potencia de potencia

((5)] —(-5)% =15.625

(an)m = an.m

Ademas la potenciacion es distributiva respecto a la multiplicaciéon y la

division.
e (@abM=aM.pm (-2-4P =(-2)% 4®
= (-8)-64=-512
n n 3 3
° (Ej :a_ a; b =0 [3) :Z_ZE
b p" 3 33 27

Veamos un ejemplo.

Calcular las siguientes potencias

5 G

Solucién
o (-2) .28
5 53 125

por propiedad distributiva de la potenciacién respecto a la division

0
b) (éj =1 porque que a’=1 para todo ndmero real a=0.

Qﬁ{glﬁci

n
Porque a™ =(1j para a = 0 y por propiedad distributiva de la potenciacién
a

respecto a la division.

32 (22 23 3
o3 - -5%

n
Porque a™ = (1] para a = 0 y por propiedad distributiva de la potenciacion
a

respecto a la division.
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Exponente
fraccionario

1

La expresion a" , con n entero mayor que 1, recibe el nombre de raiz n-ésima
de a.
1

La expresion a" se representa también mediante Va .

1

Asi: a2 eslaraiz cuadradade ay
1 Indice de

a Ve a . - _.,
a3 eslaraiz clbica de a. I raiz nq.' a8 +—Radicando

Recordamos que:
e Sinespar, a debe ser mayor o igual que cero.

e Si n es impar, a puede tomar cualquier valor real, positivo, nulo o
negativo.

En particular definimos.

Definicion:
Si a> 0 es un nimero real llamamos raiz cuadrada de a y lo simbolizamos +/a al
tnico ntmero real b > 0 tal que b® = a.

Es decir que:
Ja=bsiysolosib>0yb*=a

Proposicién: Si a es un nimero real cualquiera va® = | a |

Definicién

Si m y n son nimeros naturales

m  m.
ah =a

S|

= (am)%=%_m

Podemos extender las propiedades de la potenciacion ya enunciadas a las
potencias expresadas en forma fraccionaria.

Propiedades:

Si a es un numero real y a > 0 valen las siguientes propiedades

P m.p
1. an.a%=a" “q Producto de potencias de igual base
m 2 P
2. (an)d = ama Potencia de potencia
m m m

3. (@a-b)n =an -pn Distributividad respecto a la multiplicacién.
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Veamos algunos ejemplos:

Calcular aplicando propiedades de la potenciacion

1. 316 -916

Usando la notacion de exponente fraccionario y propiedades de
la potenciacién escribimos:

101
316 -§16 =163 -166

1l
H
()]
Wl
+
<))/

Il
H
»
N |

I
2l
(e}

I
I

2 4/ 256
625

Como la potenciacién es distributiva respecto a la division,

4256 _¥256 _4
625 4/go5 5

3. ¥6)°

Por la definiciébn de exponente fraccionario y potencia de una
potencia;

5
1
6y =[63J

W[
Ul
w]o

=6 =6

4. 1/(-16)2
Podemos pensar la solucion de dos maneras;

e Aplicando la propiedad Ja7= la|, €S:

V(-16)? =|-16|=16

e También podemos resolverlo asi:

J(-16)% =256 =16
5. -5+7-4-2+4

Como la potenciacion no es distributiva, respecto a la suma, primero
resolvemos estas operaciones en cada radicando

VBT A 2TE =57

Luego podemos hacer;

V22 =(2f =2
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Supresion de  Expresiones como:

raices en el 101 1 a

denominador 2’ 316 3-45 J6+43

gue contienen raices en el denominador, pueden escribirse en forma equivalente
de modo que la nueva expresion no contenga raices en el denominador. Vemos
algunos ejemplos.

Ejemplo 1. 1

72

Multiplicando numerador y denominador por V2 y aplicando propiedades
de la potenciacién es:

1142 Y2 42
vz o2z (Rf 2

2
Ejemplo 2 —
5123

Multiplicando numerador y denominador por Y22 (ya que 2° - 22 = 2%)
Aplicando propiedades de la potenciacion es:

2 2522 282
5
=2'\£2—2=§/2_2

En ambos ejemplos en el denominador se tiene una expresién del tipo Ya™ . Se
busca multiplicar numerador y denominador por otra expresién con el mismo

indice, YaP ,y tal que el producto de sus bases a™ y a” sea una potencia de a".

4

Ejemplo 3.
1-45

El denominador es en este caso una diferencia entre dos nimeros.
Multiplicando numerador y denominador por la suma de ellos, y operando

es.
4 4.(1+4+5)
1-V5  (1-+5) (1+45)
_4.(1+45)
C2-({5Y?

:LZ‘E):_(LL\E)

Cuando el denominador es la suma o diferencia de dos numeros, en donde uno
de ellos o ambos es un irracional cuadratico, se multiplica el numerador y el
denominador por la diferencia de los términos del denominador, en el caso de una
suma, 0 por la suma en el caso de una diferencia. Asi el denominador queda
expresado en la forma:

(a+b)(a—b)=a?-b?
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Ecuaciones
en el
conjunto de
los numeros
reales

Para
recordar

Una ecuacion es una igualdad que contiene uno 0 mas numeros
desconocidos llamados incdgnitas.

En este apartado trataremos ecuaciones con una sola incégnita. Habitualmente a
la incognita la denominamos “x”

Son ejemplos de ecuaciones con una sola incognita:
3x+2=4x-1
x=3|=-2
Cada valor de la variable que al sustituirlo en la ecuacion, hace que la misma se

transforme en una igualdad numérica se denomina solucién de la ecuacion dada.
Decimos que tal valor satisface o verifica la ecuacion.

Por ejemplo, 3 es solucion de 3x + 2 = 4x — 1 ya que al sustituir por 3 en la
ecuacién obtenemos:

3.3 +2=4.3-1
9+2=12-1
11=11
que es una igualdad numérica.
Para encontrar las soluciones de una ecuacion, realizamos operaciones que
permiten ir transformando la ecuacidn dada en otras equivalentes.

Mediante estas operaciones intentamos aislar la incognita (“despejar”) en uno de
los miembros. En estos casos utilizamos propiedades de las operaciones con
nameros reales.

En este texto, trabajaremos ecuaciones lineales o que se reducen a ellas.

Son ecuaciones de la forma:

Donde
e X eslaincdégnita,
e aybsonndmerosrealesya=0
e ase llama coeficiente y b término independiente.

Se denominan de primer grado (o ecuaciones lineales) porque la incognita s6lo
aparece elevada a la potencia 1.

e Resolver una ecuacién es encontrar el valor de la incAgnita (o
incégnitas) que hace verdadera la igualdad. A estos valores se los
llama solucién de la ecuacion.

e Cuando un nimero es solucién de una ecuacion suele decirse que
“satisface” o “verifica” la ecuacion.

e Resolver una ecuacion significa hallar todas las soluciones si las tiene
0 demostrar que no las tiene.
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Revisaremos mediante ejemplos, como resolver ecuaciones en el conjunto de los
nameros reales

Ejemplo 1.
Resolver la ecuacion -2x +5 = -3
Solucion
-2x+5=-3
-2x+5-5=-3-5 Sumando miembro a miembro -5
-2x=-8 Realizando operaciones
x= (-8):(-2) Dividiendo miembro a miembro por —2
X=4 Realizando operaciones.

Debemos asegurarnos que x = 4 es solucién de la ecuacion -2x + 5 = -3.
Para ello, reemplazamos el valor de x que encontramos en la ecuacion:
-2.4+5=-8+5=-3

Como vemos que se cumple la igualdad, podemos afirmar que x = 4 es solucién
de la ecuacion dada.
Escribimos el conjunto solucién de esta manera:

S=1{4

Observamos que:

» Cada paso que se realiza para resolver una ecuacion la transforma en otra
mas simple. Se forman asi ecuaciones equivalentes la dltima de las
cuales es la solucion.

* Llamamos ecuaciones equivalentes a un conjunto de ecuaciones que
tienen exactamente las mismas soluciones.

« Para transformar una ecuacion dada en otra equivalente se puede:

0 Sumar o restar la misma expresion en ambos lados de Ia
ecuacion.

o0 Multiplicar o dividir ambos miembros de la ecuacion por un
ndmero distinto de cero.

Ejemplo 2.

Resolver 3(x—1)=-x+1

Solucion.
3(x-1) = x+1
3x—3=-x+1 Distribuyendo en el primer miembro.
3Xx-3+3=-x+1+3 Sumando miembro a miembro 3
3x= -x+4 Resolviendo operaciones
3Xx+x= -x+4+x Sumando miembro a miembro x
4x = 4 Resolviendo operaciones

x=4:4 Dividiendo miembro a miembro por 4.
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Para asegurarnos que x =1 es solucion de la ecuaciéon 3(x—1) = -x +1
reemplazamos:

31-1)=-1+1>3.0=0>0=0
Podemos afirmar que la solucion es x = 1 pues al reemplazar en la ecuacion
dada se verifica la igualdad:
Escribimos el conjunto solucién de esta manera:
S={1}

Ejemplo 3. Resolver las siguientes ecuaciones:
a)dx—1=-2(1-2x)
b)3x—-2=2(x-1) +x
Solucion
Resolvemos el item a)
4dx —1=-2(1-2%)
4x—1=-2+4x Distribuyendo.
4x—1—-4x=-2+4x—-4x Sumando el opuesto de 4x.

-1=-2 Resolviendo las operaciones.

Al resolver las operaciones se llega a un absurdo. Asi se concluye que la ecuacién
planteada no tiene solucidn

Se dice que el conjunto solucion es vacio y se escribe S = J

Resolvemos el item b)
3x—2=2(x-1) +x
3x—2=2x-2+x  Distribuyendo
Asociando y resolviendo las

3x—-2=3x-2 .
operaciones.
3X-3x=-2+2 Agrupando los términos en x en un
miembro y los nimeros en el otro
0=0

En este caso, al resolver las operaciones se llega a una igualdad.
Esto significa que la ecuacion planteada se verifica para cualquier nUmero real.

Esto es, tiene infinitas soluciones.

Por ejemplo x = 1 satisface la ecuacion, pues al reemplazar en la ecuacién dada
es:

31-2=2(1-1)+1>1=0+1=1
Y también x = 0 satisface la ecuacion, pues
30-2=2(0-1)+0>-2=2.(-1)=-2
Podriamos de este modo, encontrar infinitos nimeros reales que verifican la
ecuacion. Por lo que el conjunto solucion es el de los nimeros reales.

Lo expresamos:
S=R
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Revisando los resultados de cada una de las ecuaciones planteadas, se observa
gue una ecuacion lineal de primer grado con una incégnita puede:

e tener una solucidn,

e no tener soluciodn,

e tenerinfinitas soluciones.

Ecuaciones y En muchas ocasiones para resolver situaciones probleméticas enunciadas en

resolucion de lenguaje corriente o coloquial es necesario traducir las condiciones del problema a

problemas un lenguaje simbdlico apropiado para su resolucion. Es decir, plantear una
ecuacion que exprese en simbolos matematicos una condicién planteada con
palabras.

Para ello es necesario tener en cuenta los siguientes pasos.

e Leer comprensivamente el enunciado.
» Identificar la(s) incégnita(s)
e Traducir al lenguaje simbdlico

» Expresar mediante una ecuacion las condiciones que deben cumplir las
incognitas.

* Resolver la ecuacion.

e Analizar si la solucién hallada responde a las condiciones del problema.

Ejemplo 4

Si a un nimero se lo multiplica por 8 el resultado es el mismo numero aumentado
en 21. Encontrar dicho namero.

Solucién.
e Laincognita es un namero real > X
e Traducir al lenguaje simbdlico:
0 aun numero se lo multiplica por 8 > 8. X
0 el mismo nimero aumentado en 21 > x+21
e Expresion de la ecuacién > 8x=x+21

* Resolucién de la ecuacion:
8x—-x=21 Restando miembro a miembro x.

7x=21 Resolviendo la resta
x=3 Dividiendo miembro a miembro
por 7

» Verificar si la solucién planteada responde a las condiciones del problema.
8.3=24=3+21

Como se cumplen las condiciones, el nUmero buscado es x = 3.
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