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Notas para Practica 2

Limites y Continuidad

El concepto de limite es fundamental para esta materia. En base a la idea de
limite se apoyara el resto de la teoria que veremos en las siguientes unidades. Por
este motivo es muy importante que dispongas del tiempo requerido para dominar

estos temas, releyendo la teoria y los ejemplos las veces que necesites.

2.1. Limite en un punto

El estudio de limites lo dividiremos en dos grandes bloques: limites en el infi-
nito y limites en un punto. Comenzaremos viendo limites en un punto de manera

intuitiva para, luego, llegar a una definicion formal.

2.1.1. Noci6n informal

Nos interesara saber, por distintos motivos, si los valores de una determinada
funcién se aproximan a un ntimero cuando la evaluamos en valores cercanos a un
punto que serd de particular interés. Es decir que nos moveremos por el dominio
de la funcién, acercaAndonos a un punto en donde deseemos realizar el estudio -este
punto puede o no pertenecer al dominio de la funcion-, y miraremos qué sucede
con los valores de la funcion. Precisando un poco mas, en general a una funciéon
la denotamos con la letra f, y al punto de interés lo llamaremos xy 0 a, nimeros
reales. Por lo tanto, tendremos en cuenta qué sucede con los valores de f(z) cuando
x tiende, o se acerca, al valor a.

Algunos de los motivos por los que tendremos que estudiar esto pueden ser:

= La imposibilidad de evaluar la funcién en el punto exacto por ser un valor
irracional. Por ejemplo, si quisiétramos obtener el valor de f(1/2) en una
funcion cualquiera, como no podremos realizar el calculo con v/2, debido a

que tiene infinitos decimales, podriamos pensar que alcanzaria con tomar un



solo decimal y evaluar en 1,4, sabiendo que el valor de la imagen no presentara
mayores variaciones. Esto no siempre es cierto. Si la funcion fuera f(x) = z+3

la precision serd de un decimal y no tendremos ningtin problema. En cambio,

100
z—=T7/5

una division por cero. Y aun tomando dos decimales la precision es muy

si la funcion fuera f(z) = no podriamos tomar 1.4 porque nos quedaria
pobre, ya que cometeriamos un error de casi 3 mil unidades! (comprobar con

una calculadora).

= La funcién podria no estar definida en el punto de interés. Por ejemplo,
f(z) = 1/z no esta definida en x = 0. Sin embargo, alrededor del punto si
esta definida y querriamos saber qué sucede con los valores de la funcién en

un entorno del punto.

= Otro motivo podria ser la necesidad de encontrar la velocidad instantanea
de un movil, lo que implica encontrar la derivada de una funcién, tema que

estudiaremos en el siguiente capitulo e involucra el concepto de limites.

Algo muy importante para tener en cuenta: siempre que ha-
blemos de limites estudiaremos qué sucede en una cercania de
& un valor de x conocido, digamos a pero no lo que pase en ese
valor. Es decir, nos acercaremos lo mas posible al valor a pero

nunca llegard a interesarnos qué sucede en él (esto recién se

analizara cuando estudiemos continuidad).

2.1.2. Notacién y ejemplos sencillos
Si x se acerca al valor de a y los valores de la funcion se aproximan a cierto
nimero, que llamaremos L, la notacién que usaremos sera la siguiente:

limf(z) =L

r—a

Esto se lee: el limite de la funcién f, cuando x tiende al valor
a, es L. En otras palabras, cuando x se acerque al valor a, los

valores de la funcion se acercaran al numero L.

Ejemplo 2.1. Tenemos la funcion f(z) = 2%, y queremos saber qué sucede cuando
x se acerque al valor 2. Es decir, queremos analizar el siguiente limite iz_rg 22, Si
miramos el grafico 2.1b de esta funcion, observamos que los valores de la funcion
se acercan a 4. Como dijimos que no nos interesa saber qué sucede justo en el
punto, evaluaremos la funcién en valores cercanos a 2. Para esto armamos una
tabla de valores (ver tabla 2.1a en grafico 2.1), en donde utilizaremos valores un

poco mas chicos que 2, y un poco mas grandes; més adelante, esta idea nos llevara



T flz) diferencia
1.9 3,61 0,39 §
1,99 3,9601 0,0399
1.999 | 3,996001 | 0,003999
2,1 4,41 0,41
2,01 | 4,0401 0,0401
2,001 | 4,004001 | 0,004001

(a) Tabla de valores (b) Analisis grafico.
Figura 2.1: Analisis de la funciéon f: R — R/f(z) = 2%

R

Figura 2.2: acercarse al valor 2 por el lado izquierdo

A

2

(a) acercarse a 2 por el lado derecho

Figura 2.3: limites laterales

al concepto de limites laterales. En los primeros tres valores nos acercamos al 2 con
ntimeros un poco mas chicos. Si lo vemos en la recta del dominio (ver grafico 2.2)
diremos que nos acercamos por el lado izquierdo o, directamente, por izquierda.
En los siguientes tres valores nos acercamos al 2 con valores mas grandes. Es decir,
por el lado derecho (ver figura 2.3a) o por derecha. En ambos casos vemos que la
funciéon se acerca al valor 4, que era lo que esperabamos, y la distancia entre el

valor de la funcion y el valor del limite es, cada vez, méas chica.

Nota: la diferencia entre el valor de la funcion y el valor 4,

su limite, la tomamos en valores absolutos porque medimos la

distancia que hay entre ellos.

El grafico 2.4a nos ayuda a fijar estas ideas. Alli observamos que cuando z se
acerca al valor 2, es decir, cuando hay una pequena distancia a dicho valor (los
valores de x estan incluidos en el intervalo marcado sobre el eje z), los valores de

la funcién caeran dentro del intervalo marcado sobre el eje y, el cual encierra a



(a) Nocion general. (b) Variacion intervalo sobre eje .

Figura 2.4: Interpretacion geométrica del concepto de limite.

(a) f(z) = 2%, con = # 2 (b) Interpretacion geométrica

Figura 2.5: Anélisis del limite de una funcion

4, que es su limite. Por otro lado, si se achicamos la distancia de x a 2, se puede

observar en el grafico 2.4b, que también se achica la distancia de f(z) a 4.

Ejemplo 2.2. Veamos qué sucede con esta nueva funcion: f(z) = 22, con x # 2.
Es la misma funcién que vimos antes con la inica diferencia que no esta definida en
x = 2. Es decir, su grafico tendra un "pequeno agujerito" en el punto P = (2,4).
(Aunque los puntos no tienen dimension podemos imaginar un punto vacio, ver
grafico 2.5a).

. Cudl sera el limite cuando x tienda a 27 Si miramos el grafico 2.5b o si armamos
la misma tabla de valores del ejemplo anterior, el limite también nos dara 4, sin
importar que ese valor no exista en el conjunto imagen. Es decir, cuando = se
acerque mucho al valor 2, la funcién lo hard al valor 4. Insistimos en que no

debemos fijarnos qué sucede justo en el punto, sino en las cercanias de él.



- - - =

L - - - =

Figura 2.6: Anélisis del limite de una funcion partida.

Ejemplo 2.3. Un ejemplo similar es el siguiente:

x? six # 2
10 stx =2

fz) =

Esta es una funcion de las que llamamos partidas. La inica diferencia con el ejemplo
anterior es que esta funcion si esta definida en el valor 2, sin embargo vale 10. En el
grafico 2.6, podemos observar el comportamiento, en donde vemos que en el punto
de interés tiene un pequeno “salto”. Nuevamente, subrayamos que lo que suceda
justo en el punto, por ahora, no nos interesara. Cuando x se acerque al valor 2, la

funcion se acercara a 4.

RESUMIENDO: en los tres ejemplos que vimos, el limite existe cuando z tiende
a 2, y siempre vale 4, sin importar qué pasa con el valor de f en x = 2. El limite

solo mira qué ocurre en las cercanias del valor de interés.

2.1.3. Ejemplos de la no existencia de limite

Ejemplo 2.4. Sea f(z) = 1/x. Esta funcion no esta definida cuando z vale 0.
Sin embargo, vimos que esto no es un problema para tomar limites. Entonces, nos
podria interesar ver si existe el limite cuando = se acerque a dicho valor. Armamos
la tabla 2.1a de valores para observar qué sucede. En los primeros cuatro valores, en
los que nos acercamos al cero del lado izquierdo, vemos que la funcién toma valores
cada vez mas grandes con signo negativo. Por el contrario, cuando nos acercamos
al cero del lado derecho la funciéon toma valores cada vez méas grandes con signo
positivo. Es decir, no se acerca a un valor en particular, por lo que decimos que
ese limite no existe.

Si observamos el gréafico 2.1b de la funcion, podemos ver que cuanto mas chico



x f(x)
-0,1 -10

2001 | -100 Il
20,001 | -1000

-0,0001 | -10000

0,1 10 , I
0,01 | 100 ’
0,001 | 1000 i
0,0001 | 10000

(a) Tabla de valores.  (b) Anélisis grafico de h'm0 ).
z—

Tabla 2.1: Analisis de la funcion f: R — {0} — R/f(z) = .

es el intervalo sobre el eje horizontal, que encierra al 0, més grande es el intervalo
que abarca los valores de la funcion. Nos sucede al revés que en los ejemplos
anteriores, en donde al achicar el intervalo en el dominio, se achicaba el intervalo
de los valores de la funcion. Ademas, observamos lo que habiamos calculado en
la tabla de valores: cuanto mas cercano al valor 0 de x estemos, los valores de la
funcion seran mas grandes (en positivo o en negativo). En este caso vamos a decir
que el limite nos da infinito (del lado izquierdo menos infinito y del derecho mas
infinito). Tenemos que tener presente que "infinito" no es un nimero, este limite

no existe, pero nos sera de utilidad cuando veamos asintotas verticales.

Ejemplo 2.5. Veamos otro ejemplo. Analicemos qué pasa en las cercanias del

valor 0 con la siguiente funciéon

f:R—{0} = R/f(x) = sen(1l/z).

Esta funcion, tampoco esta definida en x = 0, pero veamos como es el gréafico
2.7. Podemos observar que la imagen de la funciéon estd acotada entre -1 y 1. La
funciéon seno nunca puede devolver un valor mayor a 1, ni uno menor a —1. Es
decir, la imagen no va a infinito como en el caso del ejemplo anterior, sin embargo,
tampoco existe este limite. Debemos tener en cuenta que los valores de la funcién
f(z) = sen(x) se repiten cada 27, por lo tanto, cuando x toma valores muy chicos
en f(z) = sen(1/x), estos ciclos de 27 se producen muy rapido. Hay que tener en
cuenta que si z = 1, el ciclo de la funcién se repite cada 2w, en cambio si z = 1/2,
el ciclo serd cada m, etcétera. Es por esto que el grafico de la funcion se asemeja
a un resorte que estd comprimido en el origen, porque estas "vueltas" las realiza
cada vez en un lapso més pequeno. Como los valores de la funcién no se acercan

a determinado nimero, decimos que no existe ese limite.



Figura 2.7: Analisis de f: R — {0} — R/f(z) = sen(1/x).

x f(z)
1,9 3,61
1,99 | 3,9601

1,999 | 3,996001
2.1 5.8
2,01 | 5,98

2,001 | 5,998

Tabla 2.2: Funcién partida ejemplo 2.6.

Ejemplo 2.6. Un ultimo ejemplo antes de pasar a la definicion formal:

x? st <2

flz) =
—2x + 10 st x> 2

La funcion esta definida en todos los reales. Veamos qué sucede cuando hacemos
tender la x al valor 2. Para eso armamos la tabla de valores, Tabla 2.2. Observamos
que cuando x se acerca a 2 por el lado izquierdo, la férmula que debemos mirar
es la que esta definida en la primera linea, la que nos da valores cercanos a 4. Por
el contrario, cuando z tiende a 2 por el lado derecho, debemos mirar la férmula
de la segunda linea. Con esta férmula los valores de la imagen se acercan a 6. Por
lo tanto, como la imagen no se acerca a un tnico valor, este limite no existe. Lo

corroboramos mirando el grafico 2.8:

2.1.4. Limite en un punto: definicién formal

Después de haber visto distintos ejemplos, estamos preparados para la defini-

cion formal de limite en un punto.



Figura 2.8: Anélisis del limite de una funcioén partida.

Definicién 2.1. Sea una funcién f y un intervalo abierto I que
incluye al valor a, si f esta definida en I o en I — {a}, afirmamos
que: limf(x) = L si y solo si, para todo € > 0 existe algin 6 > 0
tal qgga

|f(z) — L| < € siempre que 0 < |z —a| < d

Comprender esta definicion no es facil. En lenguaje coloquial significa lo si-

guiente:

» Tanto € (épsilon) como § (delta) son nimeros reales positivos. La idea es que

ambos sean muy pequenos, tanto como uno quiera.

» La definicién nos dice que siempre que z esté muy cerca del valor de a (en
simbolos 0 < |z — a| < §), es decir, si la distancia que hay de algin valor de

x al valor a es muy pequena

= entonces los valores de la funcion estaran muy cerca de L, es decir, la distancia

entre los valores de la funciéon y su limite L serd muy chica. En simbolos
|f(z) — L| <e.

Algunos comentarios:

= El valor a puede o no pertenecer al dominio de f.

= Los valores de x estaran muy cerca de a, esto se restringe al pedir que el valor
absoluto de la resta sea menor que delta, el cual dijimos que es un nimero
positivo pequeno; pero x nunca valdra a. Si asi fuera, la resta nos daria 0,

sin embargo pedimos que sea mayor estricto que 0.

» La restriccion anterior no se pide en la expresion |f(z) — L| < € ya que f(x)

podria valer L.



Otra forma de plantear la definiciéon de limite

Podemos pensar la definicién de limite de otra manera, pero para eso antes

necesitamos definir dos conceptos muy parecidos.

= Entorno de un punto. Cualquier intervalo abierto que contenga a un punto
a como su punto medio serd un entorno de a, y se escribird F/(a). La distancia
del valor a hasta el borde del intervalo sera el radio al que llamaremos r, por
lo que dicho intervalo serd (a —r,a + r). Esto quiere decir que el intervalo
estard formado por todos los valores reales x que cumplen a —r <z < a+r.
De acuerdo a esto, la expresion |f(z) — L| < € podemos pensarla como un
entorno del valor L con radio €, dado que —e < f(z) — L < ¢, por definicién

de modulo y despejando convenientemente, queda

flz)—e<L< f(zx)+e

= Entorno reducido. Un entorno reducido de un punto es un entorno que no
incluye al punto en cuestion. Su notacion es E*(a). Es decir, si r es el radio
de un entorno reducido, el intervalo serd (a — r,a +r) — {a} . Por lo tanto,
la expresion 0 < |z — a| < J la podemos pensar como un entorno reducido

del punto a.

Con los dos conceptos anteriores afirmamos que limf(z) = L si para todo E(L)
existe cierto E*(a) tal que f(z)e E(L) siempre qlf(;;:eE*(a).

La idea es la misma que explicamos anteriormente: los valores de la funciéon
estaran cerca de su limite, es decir, perteneceran al entorno de L cuando los valores

de x estén cercanos al valor a, o sea, perteneceran al otro entorno.

Ejemplo 2.7. Comencemos aplicando la definiciéon a un ejemplo bien sencillo.

flx) ==

Queremos ver qué sucede cuando x tiende a, por ejemplo, 3. Si calculamos el limite
graficamente, podremos ver que el limite da 3. Sin embargo, buscamos aplicar la
definicion. Entonces, si 0 < |z —a| < §, deberia suceder que |f(x) — L| < . Como

a y L valen 3, nos queda:
si 0 < |z — 3| < J entonces, deberia suceder que |z — 3| < ¢.

Vemos que el modulo que esta al principio de la proposicién tiene la misma ex-
presion que el modulo que esta al final, por lo que la proposicion anterior serd

verdadera siempre y cuando § < e. Por lo tanto, si alguien elige, por ejemplo,

10



Figura 2.9: Limite de la funcién identidad: a cierto d le corresponde un mismo &

e = 0,1 alcanzara con elegir 6 = 0,1 o cualquier otro nimero positivo menor para
que cumpla lo pedido. Y si se elige ¢ = 0,001, nos alcanzara con elegir ¢ = 0,001

o cualquier otro nimero menor.

Ejemplo 2.8. Si la funcion fuera f(z) = 2x + 5 y quisiéramos demostrar que el
limite cuando x tiende a 3 es 11, no es tan sencillo como en el caso anterior.

. Qué sucederia si eligiéramos 0 = €? Tratemos de comprobarlo eligiendo 0,11
para ambas. Entonces, decimos que si 0 < |r — 3| < 0,11 se debe cumplir que
|f(x)—11] < 0,11. Si elegimos = = 3, 1 las siguientes dos desigualdades se cumplen:
0 <3,1-3] =0,1 <0,11, por lo tanto, el valor de = pertenece al entorno reducido

del valor 3. Cuando hacemos los calculos en en la segunda parte de la proposicion:
|f(x) = L|=]2e+5—-11|=|2-3,1+5—-11] = 6,2 — 6| ={0,2| = 0,2

que no es menor que 0,11. Entonces, ;cémo se halla el valor de 67 Se busca al
revés: partiendo del final de la proposicion, asi 0 queda dependiendo de €. Por lo

tanto, planteamos:
|f(z) — L =2 +5—11| =22 — 6] < €

En la expresion debemos buscar que nos aparezca |z — 3| para poder relacionarlo
con la expresion del antecedente y conseguir acotarla. Si sacamos factor comin 2

y aplicamos propiedades del médulo, nos queda:
2x — 6| =12(z —3)| = 2||lzr —=3|=2]z—3| < ¢

Pero 0 < |z — 3| < ¢, entonces 2|z — 3| < 20 < €. De esta forma, podemos tomar
0 < €/2 y asi reconstruir la proposicion entera. En el grafico 2.10 vemos que la

longitud del segmento € es el doble de la longitud del segmento §.

11



Figura 2.10: La funcion lineal f(x) = 2z 4+ 5, vemos que la longitud de ¢ es la
mitad de €

Ejemplo 2.9. Si queremos demostrar, formalmente, que el limite del ejemplo 2.1
es valido debemos probar que se cumple la proposicion de la definicion. Para esto
necesitamos encontrar las restricciones del valor delta como hicimos en el caso
anterior. Decimos que:

lima? = 4,
r—2

equivale a decir que: si 0 < |z — 2| < § entonces |z? — 4| < €.
Al igual que antes, empezaremos por la ultima condicion asi delta nos queda
en funcion de épsilon. Debemos buscar que nos aparezca la expresion x — a, dentro

de la expresion f(z) — L, para poder acotarla. De esta forma,
2" — 4] = |(z +2)(z - 2)| <e
Por propiedad de modulos
(z+2)(z—-2)|=|z+2|jlzr—2|<e (2.1)

Pero sabemos que 0 < |z — 2| < 4, ya que es nuestra hipotesis. El problema lo
tenemos con el x + 2 porque no hay una restricciéon para esta expresion, por lo que
a priori no podriamos encontrar alguna relacién entre  y €. Pero si pensamos que
x estard cerca del valor 2, podriamos pedir que x no se aleje en méas de una unidad
del valor 2 (si hubiéramos elegido 2, 3 o 20 unidades no cambia demasiado). Que
diste del 2 a lo sumo en una unidad significa que z estara en el intervalo (1, 3)—{2}.

Por lo tanto, podemos plantear que: 3 < |z + 2| < 5.

Ahora volvemos a la desigualdad 2.1, como buscamos acotar, pondremos el
valor maximo:
|z +2|jx — 2| <56 <e

12



Por lo tanto, pedimos que 50 < e, es decir § < ¢/5. Como vemos, cuando

Nota: el 5 surge del factor |z + 2|, y el § por |z — 2.

épsilon es muy chico, también lo sera delta.

Hagamos una comprobacién con valores concretos, por ejemplo si queremos que
el resultado difiera en menos de 1 de su limite, estamos pidiendo € = 1, entonces,
5 <1/5 =0,2. Elegimos este valor § = 0, 2. Quiere decir que z tiene que valer mas
de 1,8 y menos de 2,2, pero no 2. Veamos qué sucede con x = 2,1 que cumple lo

pedido. Entonces, armamos la expresion:
|t —2|=12,1—-2|=10,1] < 0,2

que cumple que es menor o igual que 1/5. Ahora miremos si cumple la otra
expresion:
2% — 4] =2,1* —4| =041 <e =1

que también cumple.
Lo que acabamos de hacer en el ejemplo es solo una comprobaciéon. La demos-
tracion general de que lirg:cQ = 4 se debe hacer para todo x y surge de reconstruir
T—r

la proposicion de la siguiente forma:

Demostracion. Para cada ¢ > 0 existe d tal que 0 < § < ¢/5, (0 < ¢/5 hallado

previamente) verifica que si 0 < |z — 2| < J, entonces
£(@) = L] =]a® 4] = |o — 2]}z + 2]
y, dado que pedimos que 3 < |x + 2| < 5:
|z —2||x 4+ 2| <56 < be/5=¢

De esta forma queda demostrado que el limite de la funcién cuando x tiende a 2,
es 4. O

Ejemplo 2.10. Vamos a probar que el limite de una funcion constante: f(z) = k,
es siempre k. Es decir, queremos probar que ltmk = k para todo k real y para

r—a
todo valor de a.

Nota: si bien esta funcién es més sencilla que las que vimos en
los dos ejemplos anteriores, en este caso estamos probando un
limite para cualquier valor de a y no para un valor puntual.
En este caso § es cualquier nimero positivo, porque para cualquier € positivo
y para cualquier ¢ positivo resulta que para todo = € Dom/(f) se verifica que si
0 < |z —a| <6 entonces, |f(z) —k|=|k—k|l=0<e.

13



Ejemplo 2.11. ;Qué sucede si queremos aplicar la definicién a una funcién que
no tiene limite? Por ejemplo, i@lré % Sabemos que no tiene limite, pero supongamos
que decimos que el limite es 0 (podriamos elegir 1, 5 o cualquier nimero). Por lo
tanto,

si0 < |z —0] =|z|] <9, entonces |1/ — 0| = |1/z| < e.

Si dividimos todo por §|x|, como es un nimero positivo, queda:

I
< 1els < Tals

O<1<1 |1/z| <
- < —=|l/z| <e.
J x|

De donde decimos que 0 < % < e. En consecuencia, é < 0. Lo que significa que,
cuanto mas chico sea el épsilon que uno elija, mas grande debera ser el delta, por
lo tanto el limite propuesto no es valido. Por ejemplo, elegimos € = 0, 1. Entonces,
J tiene que ser mas grande que 1/0,1 = 10. Elegimos 6 = 11. Estamos diciendo
que, 0 < |z| <0 =11

Ahora supongamos que x vale 5, como 5 es menor que 11, cumple la primera
condicion. Pero 1/5 = 0,2 no es menor a 0, 1, que es el valor de £, por lo tanto, la
proposiciéon es falsa, lo que quiere decir que el limite no vale cero.

Acabamos de probar que el iz_%% es distinto de cero, pero habria que probar
que tampoco se cumple con ningtin otro niimero, es decir, deberiamos plantear un
valor de L genérico y trabajar con eso. Lo haremos con una funcién similar luego

de expresar la siguiente definicion.

Definicién 2.2. Decimos que limf(x) = 400 si existe un nimero M, arbitraria-
r—a
mente grande, tal que para cierto 0, que depende de M, se cumple que f(x) > M

siempre que 0 < |z —a| < 0.

Pensandolo con respecto a entornos, esta definicion nos dice que cuando x esta
muy cerca del valor a, es decir, cuando pertenece a un entorno de dicho valor, los

valores de la funcion son mayores que cierto valor M, es decir, f(z)e (M, +0o0).

Ejemplo 2.12. Sea f(x) = 1/x? queremos verificar que lz’ngf(x) = +o00. Si
T—

tomamos un valor de M = 10000, alcanzara con que 6 = 1/100, dado que si

se cumple 0 < |z — 0] < 100, entonces, f(x) > 1/(1/100)* = 10000. Esto lo

podemos generalizar para cualquier valor de M, haciendo que § = v M.

La definicion anterior la podemos plantear también con infinito negativo: de-

cimos que limf(x) = —oo si existe un niumero M, arbitrariamente grande, tal
Tr—a
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que para cierto 0, que depende de M, se cumple que f(x) < —M siempre que
0<l|z—al<é.

En el ejemplo 2.11 tenemos que cuando x se acerca al valor 0 por el lado derecho
el limite nos da infinito positivo, en cambio, cuando lo hace por el lado izquierdo,
cumple con la definiciéon de infinito negativo. Esto nos lleva a referirnos a limites

laterales que lo haremos mas adelante.

2.1.5. Algebra de limites

Si bien debemos conocer y manejar la definicién de limite, cuando calculemos
limites lo haremos utilizando propiedades. En general nos vamos a basar en el
algebra de limites. Vamos a partir de algunos resultados que ya fueron probados
para generalizarlos. Por ejemplo, si f(x) = x es trivial demostrar que i@l%x = a,

si tomamos 0 = € se cumple la definicion. Esta afirmacion la vamos a utilizar més

adelante en casos mas complejos.

Proposicion 2.1. Suma (o resta) de funciones. Sean las funciones f, g y
h = f + g, tales que existen los limites de f y g cuando x tiende al valor a, es

decir,limf(x) = Ly y limg(z) = Lo. Entonces, existe limh(z) y
T—a T—a T—a

iz_rg h(z) = Ly £ Lo.
Nota: en general, esta propiedad se utiliza en forma inversa: se
tiene una funcion que es suma de otras dos, y se calculan los
limites por separado para hallar el limite general. Una sutileza
que hay que mencionar es que, para poder separar el limite
como la suma de dos limites, cada uno debe existir. Lo mismo

sucede con la resta

Proposicién 2.2. Producto de funciones. Sean las funciones f , gy h= f-g,
tales que existen los limites de f y g cuando x tiende al valor a, es decir, limf(x) =

r—a
Ly y limg(z) = Lo. Entonces, existe limh(x) y
Tr—a T—a

limh(x) = Ly - Lo.
z—a
En general, al igual que la propiedad de la suma o resta, esta propiedad se
utiliza en forma inversa: se tiene una funcion que es producto de otras dos, y se
calculan los limites por separado para hallar el limite general.
Algo que se desprende de la propiedad anterior es que iz_r};;i k- f(x)] = k-

limf(x), siendo k una constante, dado que hemos visto que limk = k.
Tr—a r—a

15



Ejemplo 2.13. Ahora bien, utilizando las dos proposiciones anteriores y el hecho

de que limx = a y limk = k probaremos que lm%x + 5x = 18.
r—a Tr—a

limz® + 5z = lim(z.x.20 + 5.7)
T2 T2

Como cada limite existe, nos queda:

limf(x) = limx limax limx + limb limx
T2 T2 =2 x—2 T2 =2

=2-2-245-2=8410=18

Este resultado queda demostrado sin necesidad de comprobarlo con la defini-
cion. Por supuesto que lo que uno hace es reemplazar el valor en la funcion, y nos
da el resultado del limite. Pero, en forma indirecta, esta aplicando las propie dades

que vimos.

Proposicion 2.3. Division de funciones. Sean las funciones f, g y h = §
tales que existen los limites cuando x tiende al valor a, es decir, limf(z) = Ly y
r—a
limg(z) = Lg con Ly # 0. Entonces, existe limh(x) y
T—a

T—ra

limh(z) = L

r—a L2

Proposicion 2.4. Funciones exponenciales. Sean las funciones f, g y h =
f9tales que existen los limites cuando x tiende al valor a, es decir,limf(x) = Ly y
—a
limg(z) = Loy con Ly > 0. Entonces, existe limh(z) y
r—a

T—ra

limh(z) = L.
Tr—a
Proposiciéon 2.5. Funcion logaritmica. Una propiedad importante que utili-
zaremos en varios casos es la siguiente, lim(logy(f(z))) = logy(lim f(x)).
Tr—a Tr—a

Proposicion 2.6. Raiz de una funcion. lim(y\/f(z)) =, /limf(x).
T—a T—a

Esta propiedad es un caso particular de la Propiedad 2.4. En este caso, la

funcion g es constante: g(z) = 1.

Observacion. Las propiedades vistas hasta ahora se pueden extender para més de

dos funciones y combinar de manera indistinta.

2.1.6. Casos determinados e indeterminados

Hay algunos casos en los que no podriamos aplicar las propiedades anteriores.

Por ejemplo, la propiedad de la division exige que el limite del denominador sea
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distinto de cero. Retomando la funcion f(x) = 1/x, la podemos pensar como la
division de dos funciones: la funcién constante, g(z) = 1 y la funciéon identidad,
h(x) = x. Sabemos que el limite de una funcién constante siempre es la misma
constante, para cualquier valor que tienda z. En la funcién identidad, cuando z
tiende a 0 nos da 0. Entonces, serfa un error querer separar este limite en dos
limites ya que la propiedad mencionada nos exige que el limite del denominador
sea distinto de cero. Por este motivo no hacemos la separacion en dos limites, sino
que lo estudiamos en su conjunto.

Cuando intentamos realizar la division podriamos pensar que no podemos di-
vidir por cero, sin embargo, no estamos dividiendo por el niimero 0 (esto es impor-
tante distinguir), estamos dividiendo por algo que es muy chico, es decir, se parece
a 0 pero no lo es. Esta division nos da un nimero grande en valor absoluto. Por
lo tanto, diremos que el limite tiende a infinito (por el momento no prestaremos
atencion a su signo). Debemos tener en cuenta que infinito no es un nimero, por
lo tanto este limite no existe.

El que acabamos de analizar es un ejemplo de los casos que llamamos deter-
minados. Les decimos asi porque sin hacer ninguna operacion auxiliar sabemos el

resultado del limite.

Proposiciéon 2.7. Sean las funciones f, g y h, donde h = f/g, si izlz}lf(x) =L
con L # 0y limg(z) = 0, pero g no se anula en un intervalo abierto que contenga
a a, entoncesxﬁ%%h(x) = o0o. Hay que tener en cuenta los signos del numerador y
del denominadxo_;apara saber si tiende a infinito positivo o negativo, y es probable
que el signo del denominador cambie si se tiende al valor a por el lado izquierdo o

por el lado derecho.

Ejemplo 2.14. lim 52_1 . Podremos decir que este limite tiende a infinito, ya
r—2 TET—2

que la funcién del numerador tiende a 3, y la del denominador a 0. Luego, habra
que analizar si es infinito positivo o negativo, para eso tendremos que ver si nos
acercamos a 2 por el lado derecho o por el lado izquierdo, con la finalidad de ver
si lo que tiende a 0 lo hace con un signo positivo o negativo (lo que tiende a 3,

siempre es positivo).

Ejemplo 2.15. xlimlei;;. Esta funcion es la misma del ejemplo anterior, pero

cuando x tiende a —1, nos queda que tanto la funcion en el denominador como la

del numerador tienden a 0. En este caso no sabremos el resultado de antemano si
no hacemos alguna otra operaciéon. Cuando sucede esto en principio decimos que
el limite es indeterminado, porque a priori no sabemos el resultado. Vamos a ver

varios tipos de indeterminaciones, este caso, el de “0/0”, es una de ellas.
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2.1.7. Limites laterales

Hemos visto que a un punto de acumulacién del dominio nos podemos acercar
con valores un poco mas chicos o un poco mas grandes siempre que el dominio
de la funcion lo permita. Por ejemplo, si f(z) = % , al valor z = 0 nos podremos
acercar con valores de r mas chicos, como —0,1 o —0,01, o con valores de =z
un poco méas grandes, como 0,1 o 0,01. Debemos recordar que z jamés tomara
el valor al cual se acerca. En el primer caso decimos que nos acercamos por el
lado izquierdo y, en el segundo, por el lado derecho. La notacion sera lim f(x)

r—a
y lim+ f(z) , respectivamente. A estos limites los llamamos limites laterales. Para
x a
que el limite exista, es decir, lz'_7>n f(z), los limites laterales deben coincidir. Veamos
xX a

algunos ejemplos para ilustrar estas ideas.

Ejemplo 2.16. Si tenemos la siguiente funcion partida (la hemos analizado en el
Ejemplo 2.6):
22 six <2
flz) = ,
—2r+10 six>2
Podemos observar que

lim f(x)= lim 2* =4

T—27 T—27
li = lim —2r+10=06
g ) = Jig = e

Entonces, como los limite son distintos, esto significa que no existe lim f(z). Es
z—2
decir, existen ambos limites laterales cuando x se acerca al valor 2, sin embargo,

el limite general no, ya que los valores no coinciden.

Ejemplo 2.17. Analicemos el limite de la siguiente funcion en x = 0.

x? st <0

fx) =

8=

six >0

Podemos observar que:

lim f(z) = lim 2> =0
z—0~ z—0~

li = lim1l/x =
g S = gt = oo

Es decir, el limite por izquierda del valor 0 existe, y vale 0. En cambio, el limite por
derecha no existe, ya que tiende a infinito. Por lo tanto, el limite general tampoco

existe.

Ejemplo 2.18. Sea la funcion f(z) = \/x. En este ejemplo no es razonable pedir

la existencia de ambos limites laterales cuando = tiende a 0 porque la funcién no
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esta definida para valores negativos ya que el Domf = [0, +00). Entonces:

lim \/Ezlin%\/_:()
x>

z—0t

El tnico limite lateral que tiene sentido estudiar es el del lado derecho, en este caso
el limite general existe. Por eso, al principio de la seccién, resaltamos que debemos

analizar el limite en puntos de acumulacion del dominio de la funcién.

2.1.8. Definicién de limites laterales

Anteriormente hemos dado la definicién de limite, cuando z tiende a cierto

valor. Formalizaremos el concepto de limite lateral.

Definicién 2.3. Limite por derecha. Sean f una funcion
definida en un intervalo abierto I = (a,b), decimos que

lim f(z) =L

z—at

si y solo si, para todo € > 0 existe algin § > 0 tal que, para todo
x € I se verifica que
si0 <z —a <9, entonces |f(z) — L| <e.

Estamos agregando que x debe ser mayor al valor al cual tiende, por lo que no
es necesario escribir el modulo de x — a ya que siempre serd positivo. Ademas, la
expresion 0 < x —a < § es equivalente a a < x < d + a, donde es mas notorio que

x es un poco mas grande que el valor a.

Definicién 2.4. Limite a izquierda. Sean f una funciéon

definida en un intervalo abierto I = (¢, a), decimos que

lim f(z) =L

T—a—
si y solo si, para todoe > 0 existe algtin ¢ > 0 tal que, para todo
x € Domf y x < a se verifica que

si0 <a—xz <9, entonces |f(z) — L| <e.

En este caso pedimos que x sea menor al valor de tendencia. Por lo tanto, al
quitar el modulo, la resta se invierte para que nos dé un valor positivo, lo cual es

equivalente a escribir a — § < x < a.
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2.1.9. Algunos teoremas

Enunciaremos algunos teoremas que no demostraremos pero si los utilizaremos

en distintas ocasiones a lo largo del curso.

Teorema 2.1. Unicidad del limite. Sea una funcién definida en un conjunto

D, que incluye al punto a. Si lim f(x) = Ly lim f(x) = M, entonces, L = M.
Tr—a T—ra

En otras palabras, lo que este teorema senala es que en cierto valor el limite
de la funcién, si existe, debe ser tnico. Esto ya lo habfamos mencionado cuando
hablamos de limites laterales. Para que exista el limite, los laterales deben coincidir:

lim f(x) = lim f(x)=limf(x)=1L
T—a~ r—at T—a

Si bien la idea intuitiva de este teorema es simple, la demostracion no es trivial,

pudiéndose estudiar en la bibliografia recomendada.

Teorema 2.2. Funcién acotada en un entorno del punto. Si una funcion
tiene limite en un punto v = a (la existencia de limite se refiere a limite finito),

entonces, hay un entorno reducido de dicho punto, donde la funcion estd acotada.

Esto lo podemos ver si usamos la definicion de limite. El lim f(z) = L significa
que, cuando 0 < |z —a| < § entonces |f(z) — L| < €. Esta ﬁﬁ?r?la expresion quiere
decir que L — e < f(x) < L + e. Es lo que vimos de manera grafica al principio
del capitulo: cuando los valores de = estan dentro de un intervalo en el eje de las
abscisas, la imagen y = f(z) queda dentro de un intervalo representado en el eje

de las ordenadas. En consecuencia, podemos decir que esta acotado.

Teorema 2.3. Si f(x) < g(z) en un intervalo I que incluye al valor a, y los

limites de ambas funciones existen cuando x tiende al valor a, entonces:

lim f(z) < limg(x)

r—a T—ra

Una ampliaciéon de este teorema es el que sigue, el cual lo usaremos para varias

demostraciones.
Teorema 2.4. Compresion. Si se cumplen las siguientes tres condiciones:

a. f, g yh son tres funciones definidas en el mismo conjunto D, que incluye al

punto a;
b. VaeD, z #a, f(z) < g(z) < h(x);

c. limf(z) =1L, limh(z) = L.

Tr—a r—a
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Figura 2.11: Propiedad del sindwich

Entonces,limg(x) = L.lim f(z) = L
r—a

T—ra

Este teorema se conoce como "la propiedad del sandwich". Lo aplicaremos para
algunas demostraciones, en especial cuando conocemos el limite de dos funciones,
en este caso f y h, y queremos estudiar una tercera: g. Sin embargo, lo inico que
sabemos de g es que es mayor o igual que f pero menor o igual que h. Y que los
limites de f y h en cierto valor coinciden, entonces el limite de g, en dicho valor,
serd el mismo al de los otros dos. Veamos el grafico 2.11. Observemos que g, la
funcion desconocida, en un entorno de x = 1 verifica f(z) < g(z) < h(z). Ademas
el limite tendiendo a 1 de h y f existe y es el mismo. Entonces, por este teorema,

podemos asegurar que el limite de g tendiendo a 1 es el mismo que el de h y f.

2.1.10. Infinitésimo por acotado.

Se dice que f es un infinitesimo en z = a cuando lim f(z) = 0. Entonces, si
queremos calcular el iz_}rg (f(x).g(z)) sabiendo que ZTZ_TZ ;(_;S = k, basta con utilizar
la Propiedad 2.2del producto, obteniendo lo siguiente:

Lim (f(x).g(x)) = lim f(z).limg(z) = 0.k = 0.
Sin embargo, hay casos en los que no podemos aplicar esta separacién en los
limites porque alguno de ellos podria no tenerlo. Por ejemplo, queremos calcular
i% (x.sen(1/x)). Anteriormente estudiamos que el iZ_TZE)L sen(1/x) oscila de manera
infinita en un entorno del cero. Entonces, en principio no podriamos decir que el
resultado es el producto de los limites de cada factor, ya que el segundo, no tiene
limite. Es decir, que estariamos en el caso en donde iz_}ngf(x) =0y iz_}n{;zg(m) no
existe. Si bien este segundo limite no existe, sabemos que esta acotado entre -1y 1,

debido a que —1 < sen(1/x) < 1, para todo valor de z, excepto en 0. Recordemos
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que la imagen de la funcion seno es el intervalo [—1,1]. Por lo tanto, no nos
preocupara que ese limite no nos dé un ntimero en concreto. Cualquier nimero entre
-1 y 1, multiplicado por un infinitésimo, nos dard cero. Coloquialmente decimos
“cero por acotado (o infinitésimo por acotado) da cero”. Esto lo formalizamos en

la siguiente proposiciéon que utilizaremos en muchos casos:

Proposicion 2.8. Si lim f(z) =0y limg(z) esta acotado, entonces
T—a T—a

lim f(x).g(z) = 0.

Tr—a

2.2. Limite en el infinito

La idea de limite en el infinito es similar a la de un punto, nada mas que ahora,
x tenderd a infinito. ;Qué quiere decir esto? Que x ya no se acerca a un nimero
especifico, sino que su valor absoluto es tan grande como uno quiera. Podemos
pedir que x tienda a mas infinito, o podemos pedir que z tienda a menos infinito.
Por lo tanto, tenemos solo dos limites:

lim f(x)o lim f(x).

T—-+00 T——00

Por supuesto, ahora no tiene sentido querer aplicar la definicion de limite porque,
en lugar de 0 < |z — a| < §, deberfamos indicar 0 < |z —oo| < d 00 < |z + 00| < 0,
lo cual no tiene sentido.

Sin embargo podemos decir que: si existe el limite L, cuando x tiende a infinito,
sucede que, para cualquier €, positivo, tan chico como uno desee, existe algin valor
M, positivo, tal que si z > M, entonces, 0 < |f(z) — L| < e. De igual manera,
podriamos definir el limite cuando x tiende a menos infinito, pidiendo que x sea

menor que M, un niimero negativo.

Observacion. Se eligid M en lugar de §, porque este ultimo se asocia con valores

pequenos.

2.3. Estudio de casos

Habiamos mencionado en el Ejemplo 2.15 un caso de indeterminaciéon que era
"cero sobre cero". Pero, jqué quiere decir esto? Cuando decimos "indeterminacion
cero sobre cero", en realidad, estamos diciendo "hay una indeterminaciéon de algo
que tiende a cero, dividido otra cosa que, también, tiende a cero". Es importante
tener en cuenta que no hacemos nunca una division por cero. Y también es impor-
tante destacar que el numerador tiende a cero, pero no lo es, ya que si tuviéramos

un numerador que vale cero, el resultado del limite sera cero. Por ejemplo:

22



. 3z —-1)—=32z+3 . 3x—-3-3zx+3 . 0
lim =lim =lim — =0.
x—0 x x—0 €T x—0

En este caso no tenemos ningin tipo de indeterminacién. En cambio, en este

otro ejemplo, si:

o 3(x*=1)—-3x+3  32*-3-3x+3 . 3x*-3z
lim =lim =lim ——
z—0 x x—0 x x—0 x

Antes de ver como lo resolvemos, haremos hincapié con la notacion.

JAMAS DEBEMOS ESCRIBIR LO SIGUIENTE:

C3x2-3x 0
lim—mM =—

x—0 X 0
JPor qué? Porque estamos diciendo que el resultado del limite surge de dividir
0 por 0. La notaciéon correcta se indica mediante flechas que senalan la tendencia,

de la siguiente manera:

0
el
3x% — 3x
lim
x—=0 X
\ ;

Luego de indicar la indeterminacion, debemos resolver el limite y no expresar
que no sabemos cudl es su valor ya que es indeterminado. Pero primero tenemos

que saber cuando hay y cudndo no hay una indeterminacion.

Algunos casos determinados

Sin importar a qué valor tienda x, se cumpliran las siguientes reglas:

= si tenemos una division entre una funcién que tiende a un nimero cualquiera
a excepcion del cero y otra que tiende a cero, el resultado del limite es
infinito (puede ser positivo o negativo, dependiendo de los signos de las

expresiones);

= si tenemos una division entre una funcién que tiende a cero y otra que
tiende a un ndmero cualquiera a excepciéon del cero, el resultado del limite

€S Cero.

Indeterminaciones

Analicemos qué sucede cuando tenemos una division de dos funciones que tien-
den ambas a cero. Para este caso no tenemos una regla genérica, porque no sabemos

cual de las dos tiene "mas fuerza", por decirlo de alguna manera.
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g

Figura 2.12: f: R — R/f(z) =32> =3z y f: R — R/g(x) = 2*

Caso 1. Si la funcion del denominador tiende a cero "mucho mas rapido” que
la del numerador, el resultado tendera a infinito (puede ser positivo o

negativo).

Caso 2. Si la funcion del numerador se acerca "mas rapido" al cero que la del

denominador, este limite nos dara cero.

Caso 3. Podria suceder que ambas funciones tiendan al cero de “manera similar”,

en estos casos nos dara un nimero.

En el ejemplo anterior que habia quedado pendiente, si factoreamos y simplifica-

mos, queda:

322 -3 3x(x —1
lim=—— % = limx(x—) =lim3(z—1)=-3
z—0 €T z—0 xX z—0

Estamos en presencia del Caso 3. Sin embargo, si en el denominador tuviéramos

22, nos quedaria:

322 =3z . 3x(zx-—1)
lim———— = lim———=
z—0 :(:2 x—0 :1;2

-1

z—0F T

= +00.

El resultado es positivo o negativo dependiendo del signo de la x, ya que el numera-
dor tiende a —3 luego de simplificar. Lo que sucede, esta vez, es que el denominador
se acerca mas rapido al cero que el numerador. Podemos verlo en un grafico, di-
bujando ambas cuadraticas cerca de x = 0. La funcién g se mantiene cerca del
valor cero cuando x es muy chica, en cambio, la funcién f se aleja "mas rapido"

del cero.
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2.3.1. Tipos de indeterminaciones

Analizaremos diferentes tipos de indeterminaciones. Y aprenderemos a "esqui-
varlas" (en general se utiliza el vocablo "salvar") segtin las diferentes combinacio-
nes de expresiones. Las distintas estrategias para salvar las indeterminaciones, o
para librarnos de ellas, dependen de cada caso. Para analizarlas de alguna forma

ordenada, las clasificaremos en:
a. Divisiones

= Cociente de infinitésimos. Vimos que la divisiéon de dos funciones
que tienden a cero es una indeterminacion. Una aclaraciéon: no siempre
esas divisiones van a estar formadas por polinomios, podriamos tener

raices, trigonométricas, etc.

= Cociente entre dos funciones que tienden a infinito. Lo mismo
sucede cuando el numerador y el denominador tienden a infinito (sin
importar los signos). ;Cuél de los dos crecera mas rapido? Si lo hace
el numerador, el resultado serad infinito. Si fuera el denominador, sera
cero. Si el crecimiento (podria ser decrecimiento) es parejo, nos dara

algin ntimero distinto de cero.
b. Productos

= Producto entre un infinitésimo y una expresion que tiende a
infinito. Una indeterminacién que no se detecta tan facilmente es el
producto entre dos factores en el que uno tiende a infinito y el otro
tiende a cero. Siempre nos preguntamos lo mismo: ;qué factor tiene
més relevancia? ;El que tiende a infinito o el que tiende a cero? Mas

adelante veremos algin ejemplo que ilustre esta indeterminacion.
c. Sumas (0 restas)

= Sumas de dos expresiones que tienden a infinito pero con sig-
nos diferentes. Si tomamos un limite de algo que tiene dos términos
que se estan sumando, y los analizamos por separado y ambos tienden

a infinito nos puede pasar que:

e tanto el primer término, como el segundo, tiendan a infinito posi-
tivo. Si bien no podriamos aplicar el dlgebra de limites ya que los
valores infinitos nos indican que esos limites no existen, se puede
pensar que la suma de dos nlimeros muy grandes, nos dara un ter-
cero ain mas grande. En este caso no decimos que el limite es dos

veces infinito, sino solo infinito (positivo).
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e tanto el primer término como el segundo, tiendan a infinito negati-
vo. Estamos en un caso similar al anterior, pero con signo negativo.

Por lo tanto, el limite de la suma nos dara menos infinito.

e ambos tienden a infinito pero, uno con signo positivo y otro, con
signo negativo. Nuevamente estamos en un caso de indeterminacion,

ya que no conocemos, a priori, cOmo se comportan.
d. Exponenciales

= Expresion exponencial en donde la base tiende a uno y el ex-
ponente a infinito. Si la base de una exponencial, es mayor a uno,
cuando el exponente sea muy grande (positivo), tendera a infinito, esto
lo indicamos: lima® = oo, si a > 1. Si la base esta entre cero y uno
(recordemos qlﬁgorio puede ser cero, ni negativa), el resultado tendera a
cero. Por ejemplo: 1/2 ala 2, es 1/4; a la 3, es 1/8; etc. Esto se indica:
lima® = 0,81 0 < a < 1. Si la base es 1, el resultado siempre sera
i_%ol problema lo tenemos cuando la base tiende a 1 y la expresion del
exponente lo hace a infinito. En este caso es una indeterminaciéon ya que

no sabemos si tiende a cero, infinito, a uno, o a otro ntimero cualquiera.

= Expresién exponencial en donde la base tiende a infinito y el
exponente es un infinitésimo. Un nimero elevado a la cero da 1.
Pero, si ese niimero (la base) tiende a infinito y el exponente tiende a

cero, tenemos una nueva indeterminacion.

» Expresiéon exponencial en donde tanto la base como el expo-
nente son infinitésimos. Esta indeterminacion es mas dificil de ver y
comprender, la analizaremos en otro capitulo cuando veamos la Regla
de L’hopital.

Nota. Muchas veces nos encontraremos con una combinacién de varias indeter-

minaciones. O, para salvar cierta indeterminacién, pasaremos a otra.

2.3.2. Casos variados

En esta seccion haremos varios ejemplos, con su respectiva explicacion. Limites

es un tema que se aprende haciendo muchos ejercicios. Aqui resolveremos algunos.

Ejemplo 2.19. Calculemos mllToo %

de "infinito sobre infinito". El numerador, cuando = es muy grande, tiende a infini-

. Este es un limite que tiene la forma

to. Es cierto que tenemos una resta con 722 pero, al lado de 3z* sera despreciable.
Pensemos si x vale, por ejemplo, mil millones. El grado 4 har4d un ntimero con

36 ceros. En cambio, el grado 2, tendra 18. Por supuesto que es un niimero muy
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grande, pero pierde su peso al lado de la otra cifra.Entonces, podemos pensar (solo

3zt =722 46z
34221

x sea muy grande. Lo cual nos daria infinito positivo.

pensar, no escribirlo) que la expresion serd parecida a ‘%4 = 3x cuando

., Como lo escribimos correctamente? Nuestra tarea, en todas las indetermina-
ciones que veremos, serd buscar alguna expresion distinta que indique lo mismo. Es
decir, equivalente a la expresion original, de lo contrario no estariamos analizando
lo que nos piden, sino otra cosa. Por ejemplo, sabemos que v/4 = cos(m) +3 = 1—50
son todas expresiones distintas del niimero 2. La idea es hacer lo mismo con los ex-
presiones cuyos limites nos dan indeterminados: llevarlos a alguna forma en donde
la indeterminaci6n desaparezca.

., Cual va a ser la estrategia? Sacamos la x de mayor grado como factor comin,

tanto en el numerador como en el denominador. Por lo tanto:

4 (32 _ 722 6z
3$4—7$2+6ﬂf li z <z4 i + $4>
= m
3 _ x3 2 1
z—+oo 34+ 21 —1 z—+oo 3 (F + 2 _3)

(2.2)

4

En el primer paso, sacamos x* en el numerador como factor comin, esto signifi-

ca que dividimos cada término por la z* que sacamos. Lo mismo hacemos en el
denominador con z3. Luego, simplificamos dentro de los paréntesis. Finalmente,
fuera de los paréntesis, hasta llegar a la expresion (2.2). Dentro de los paréntesis,
todos los términos que quedaron con x en el denominador, tienden a 0, porque son

nimeros (constantes) que estan divididos por valores muy grandes:

De esta forma, el numerador tenderé a infinito positivo, ya que queda 3 multi-

plicado por x, donde = es un nimero muy grande. Y el denominador tenderé a 1.
7 6
lim x(3_x72+x73)

2= 2/ = 400, que era lo que suponiamos desde el principio.
a—-+oo (1477 3x)

Ejemplo 2.20. Otro ejemplo de un mismo tipo de indeterminacién, pero traba-

Va34+2z—5

a1 - Nuevamente,

jando con raices. Supongamos que queremos calcular lim
r—r+00

podemos pensar que el término méas importante del numerador es el 22 , pero hay
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que tener cuidado porque estd dentro de una raiz. Por lo tanto, el 2® quedara
elevado a la 1/2; de donde serd #3/2. Como en el denominador tenemos un término
cuadrético, que es mayor a 3/2 = 1, 5; el resultado del limite nos daré cero. Veamos
como trabajamos la expresion con otras equivalentes. Sera similar a lo que hicimos
en el ejemplo anterior, pero en dos pasos: primero dentro de la raiz y, luego, de

manera global.

Vad+2x -5 , 3 (142/2%) =5

lim ————— = lim
ztoo w241 —1 T—+00 24z —1
, x3\/1+2/22 -5
= lim
T——+00 2+ax—1

En la dltima igualdad aplicamos propiedades de raices, teniendo en cuenta que son

factores positivos. Volvemos a sacar factores comunes y nos queda:

23/ (\/m _ 5/x3/2)

232\ /1+2/2% -5

li =l
(VI+2/27 = 5/a%2)
= lim

z—too /2 (1+1/2 —1/22)

Por dltimo, simplificamos y nos queda que el numerador tiende a 1, ya que -al igual
que en el ejemplo anterior- todos los términos con x en el denominador, tenderan
a 0; y la raiz de 1 es 1. En el denominador también tendremos un 1 pero que se
multiplica por /2 que, cuando z es muy grande, tenderé a infinito. Por lo tanto,
el resultado tiende a cero, ya que nos queda un nimero sobre algo que tiende a

infinito. Lo escribimos de la siguiente forma:

—1 —0
—N— o N—
V1+2/x2 —5/2%?

lim =0.

T—+00

<<~

— 00

o214+ 1)z —1/a2?
NN

—0 —0

Ejemplo 2.21. Indeterminacion tipo “Infinito a la cero”. Ahora vamos a ver otro

tipo de indeterminaciéon que manejaremos de forma similar:

lim X/5% + 7~.

T—r+00

Este limite lo podemos escribir como lim (5% + 795)1/%, donde vemos que la base
r—r+00
tiende a infinito y el exponente a cero. Como hay una suma, no podemos distribuir

el exponente. Ein consecuencia, sacamos el término mayor como factor comun, es
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decir, sacamos como factor comin 7%, y nos queda:

5z 1/2z 1/2x
lim |7"(=—+1 = lim +
T—+00 7T T—+00
1/2x
= lim (7%)Y* /
T—+00
1/2z
= lim 7x/2x<(§) +1)
T—>+00 7
5\ ¢ 1/2x
= lim 71/2<(—) +1)
T—r—+00 7

El segundo factor tiende a 1 porque COHIO%

x sea grande (notese que % por si mismo, cada vez nos da un ntimero menor, por

es menor que 1, tenderd a cero cuando

lo tanto, si le sumamos 1, nos queda algo que tiende a 1 en la base, elevado a algo

que tiende a 0, nos da resultado 1.

' 12 5\ 7 1/2z - . 5\ 1/2z
lim 7 - +1 = lim 7% lim - +1
r——+00 7 Tr—-+00 T—+00 7

=V7-1=V7

Ejemplo 2.22. Indeterminacion tipo “infinito menos infinito”. Analicemos el si-

guiente limite:

2+ —1 234322+ 62
( 22-5  x+3 ) '

En este limite tenemos varias indeterminaciones. Por empezar, cada término pre-
senta una indeterminaciéon del tipo "infinito" sobre "infinito". Hemos aprendido,
por los ejemplos anteriores, que el primer término se comportara parecido a z?%;
porque si sacamos como factor comun los términos de mayor grado nos queda

4
5= 22. Y, el segundo término, también sera similar a 2

cuando z sea muy
grande. Por lo tanto, cada término tiende a infinito positivo, y como los restamos,
estamos en el caso de una indeterminacion de infinito menos infinito. Antes de

resolverlo correctamente vamos analizar errores que son muy comunes.
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ADVERTENCIA: no nos sirve en este caso calcular los limites
por separado ya que no existen y no salvamos la indetermi-
nacioén. Un error comin seria decir que en el primer término
queda 22, lo mismo que en el segundo, por lo tanto el limite

da 0. Enseguida veremos que no es asi.

-1 234322 +6x

(x2—5 43 )

— lim ((x4+£—1)(:c—|—3)—(:U3+3x2+6x)($2—5)>
(@ —5) (z+3)

_ lim (25 4+ 32t + 2% + 3x — 2 — 3) — (2° — 5x® + 32t — 1522 + 623 — 307)
_:r—>+oo (.71:3—1—3952—53:—15)
_ o T3 @ 430 —w — 3 -2 + 52® — 32" 4 152 — 62° + 300

T—+00 x3 + 322 —bxr — 15
—23 + 1622 4+ 322 — 3

z—+oo  x3 + 32 —br — 15

3 (=1 +16/x + 32/2* — 3/23)

v—too a3 (1 +3/x —5/x? —15/x3)
—1+416/x +32/2* — 3/2°

=1 — =—1
oo 1+ 3/x —5/x? —15/x3

Como vemos, el resultado no es 0, sino —1.

Ejemplo 2.23. Multiplicacion y division por el conjugado. Analicemos otro caso
de indeterminacion del tipo "infinito menos infinito". Supongamos que queremos

calcular el limite

lim (\/m-x).

T—r—+00
La expresion que esta dentro de la raiz tiende a infinito positivo. Luego, se le resta

la x que también tiende a infinito positivo. Si planteamos lo siguiente:

lim (\/m—x): lim \/x2(1—4/z+1/2?) —z

T—+00 T—+00

= lim Va2\/1—4/e+1/22 —x

T—+00

Como la x es positiva, al simplificar la raiz con la potencia queda z:

= lim z\/1—4/z+1/22 —z= lim x(\/1—4/x+1/x2—1>.

T—+00 r—r-+00

Si bien todos los razonamientos son validos, lo hecho hasta el momento no nos sirve
para calcular el limite ya que pasamos a otra indeterminacion del tipo “infinito por

infinitésimo”. Por lo tanto, debemos elegir otro camino. Lo que haremos es lo que
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se llama "multiplicar y dividir por el conjugado". Si tenemos el siguiente binomio
a + b, se llama "conjugado" al binomio a — b. ;Por que hariamos esto? La idea
es que desaparezca la raiz. Para lograr esto, necesitamos que quede elevada al
cuadrado. Buscamos tener algo del tipo a? — b?, donde a es el primer término que
contiene a la raiz. Por lo tanto a®> — b* = (a + b)(a — b) , en donde el primer
miembro es una diferencia de cuadrado, por este motivo necesitamos multiplicar
por el conjugado. Pero, al multiplicar por algo debemos dividir por lo mismo para
no cambiar la expresion. Teniendo en cuenta que el conjugado de un binomio es el

mismo binomio con el signo que los une cambiado, escribimos:

(V& 4z ¥ 1+ )

(\/m+ x)

o WP l—a) (VP Tt 1+ a)
w3t (Vi — 4z 1+ 1+ 2)

— lim (mﬂ.

r—r—+00

y conseguimos la diferencia de cuadrados que buscdbamos.

, (\/x2—4x+1)2—x2
= lim
rotoo 2 —dr+ 142

2 —dr+1— 22

lim
vtoo (/a2 (1 —4/x+1/2%) + o

Luego, continuamos sacando factor comin como en los ejemplos anteriores:

i —4r +1
z=+oo /2, /1 —4/x 4+ 1/22 +
—-4+4+1

— lim r(—4+1/x)
z+e0 (\/1 " Ajr+1/22 + 1)

: —4+1/z —4
lim = =
zotoo /1 —4fr+1/22+1 1+1

Ejemplo 2.24. Indeterminacion del tipo division entre infinitésimos. Analicemos
el ejemplo que nos habia quedado sin resolver en el comienzo de la seccién 2.3. Era

calcular el siguiente limite:

, 22 —1
lim ———
1732 —x — 2

Tenemos una indeterminacion del tipo "0 sobre 0". En estos casos no nos servira
sacar la x de mayor grado como factor comun, ya que pasaremos a una indeter-
minacion del tipo "infinito sobre infinito". Lo que nos conviene es factorizar las

expresiones y buscar la forma de simplificar. Observemos que en el numerador te-
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nemos una diferencia de cuadrados, y en el denominador, tenemos una cuadratica

que, si buscamos las raices, podremos escribirla en la forma factorizada. Entonces:

-1 (x4l (-1  (z-1)
A e T D=2 @ =2) (2:3)
g 2D 222 (2.4)

En (2.3) podemos simplificar los factores = + 1 porque son distintos de 0: hay
que tener en cuenta que la x tiende a —1 pero nunca lo es. En (2.4), si bien
reemplazamos la x por —1, estamos utilizando el dlgebra de limites con la division,

ya que ambos limites, el del numerador y el del denominador, existen.

2.3.2.1. El ntmero ¢

El ntmero e lo podemos definir como

n—oo

1 n
lim (1 + —) =e~ 2,7183.
n

Utilizamos n en lugar de x porque son nimeros naturales. De todas formas, con
los niimeros reales llegamos al mismo valor. Debemos tener en cuenta que los
naturales son un subconjunto de los reales. Mas atn, podemos escribir el ntimero e

en términos de una funcion g que cumple que lim g(x) = oo, de la siguiente forma:
T—00

1 g(x)
lim |1+ —) =e 2.5
tim (14 o (25)

Observemos que la base tiende a 1, ya que el limite de g tiende a infinito, y el
exponente tiende a infinito. Entonces, vamos a usar la igualdad 2.5 para salvar

indeterminaciones del tipo "uno elevado a la infinito"

Ejemplo 2.25. Indeterminacién del tipo “uno a la infinito”. A partir de 2.5,
2
1 >x +x—3

B = e, donde consideramos que

podemos asegurar que lim (1 +
T—r00
g(z) =2+ 1z —3.

AN

Ejemplo 2.26. Calculemos el siguiente limite:

1 3z
lim (1 + —>
T—+00 S

Este limite, aunque nos quede algo que tiende a 1 elevado a una expresion que

Hay que tener cuidado porque lo que figure en el denominador

debe ser exactamente igual al exponente.

tiende a infinito, no nos dard el numero e porque 5z no es lo mismo que 3zx.
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., Como averiguar, entonces, cual es el valor del limite? El objetivo es lograr que
nos quede lo mismo en el exponente que en el denominador. Por lo tanto, podemos

multiplicar y dividir por 5. De esta forma nos queda:

1 3x 1 31%
lim [1+ — = lim [1+ —
z—+00 5%5 T—+00 5%

5z.2
]_ 5
= lim <1 + —)
T—+00 5%

Por propiedad de limites,

lim 2

1 5z I~>+oo5
= lim (1 + —)
T—+00 Sx

En el altimo al utilizar algebra de limites, vemos el exponente por separado. En

I
)
ulw

este sencillo ejemplo, el exponente es una constante, %, por lo que no presenta

mayores inconvenientes.

Ejemplo 2.27. Misma indeterminacion del ejemplo anterior pero con un caso méas

complejo. Analicemos el siguiente limite:

3!17 _9 Sx+4
lim
z—+oo \ 3x + 1

De la forma que estd expresado, pareciera no estar relacionado con el ntimero e.

Si analizamos solo la base, tenemos una indeterminacion del tipo "infinito sobre
infinito". Sin embargo, ya tenemos experiencia en simplificar mentalmente una
expresion de estas caracteristicas, anticipando que la base se aproxima a 3—; = 1.
Por otro lado, el exponente tiende a infinito. Conclusion: estamos frente a una

indeterminacion del tipo "uno a la infinito", por lo que debemos llevarlo a la forma

g(x
indicada antes: (1 + le)> con g(z) tendiendo a infinito cuando = también lo
hace.
En primer lugar, necesitamos el 1 sumando, por lo que se lo agregamos, pero,

para no cambiar la expresiéon, debemos restarlo. Lo hacemos al final.

3z —2 3z —2 3r —2—(3x+1)
=1+ —1=1+
3r+1 3r+1 3r+1
3r—2—-3r—-1 -3

3r+1 N +3x+1

Esta expresion es similar a la que estamos buscando, pero en el numerador del se-
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gundo término debemos tener un 1. Por lo tanto, el —3 lo pasamos al denominador
1.

dividiendo, o sea, nos quedaria el denominador multiplicado por —z

3 — 2 1
L |

3wl Sotl

— 3z+1
-3

menos infinito. Eso mismo debemos tenerlo en el exponente, por lo que lo agrega-

De esta forma, en el denominador nos queda la funcion: g(z) que tiende a

mos pero con el cuidado de quitarlo inmediatamente. Por lo tanto, multiplicamos

por la misma expresioén pero invertida:

Batl =3 (551 4) 3z41 lim (ﬁ.(5x+4))

—3 "Bzt1l° -3 T—+00
, 1 , 1
i (1 = | tim (1

-3 -3

Luego de aplicar la propiedad de la potencia y el dlgebra de limites, observamos
que el primer limite nos da el ntmero e. Nos resta analizar qué sucede con el

exponente:

-3 —15z — 12
li : 4)) = lim ———
Nalie (Sx (5t )> o 3z + 1
— lim z(—15 —12/x)
T—+00 I(3 + 1/1’)
(—15—12/z) 15

et (3+ 1/x) 3

Entonces, el exponente de e es —5, en consecuencia el resultado del limite es:

34 — 9 Pt
lim =0,
T—+00 3z + 1

Nota: facilmente se puede comprobar con una calculadora,

haciendo las cuentas en la expresion original con un nimero
grande, por ejemplo x = 100000, deberia darnos un valor
similar a e~® = 0,0067379.

Ejemplo 2.28. Uso del Teorema 2.4 del "Sandwich". Tenemos una funcion

f que desconocemos, pero sabemos que
Vr+1< f(z) <2* —6x+ 11, Vo > —1 (2.6)

luego, queremos tomar el limite de esa funcién cuando x tiende a 3. Entonces, por
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Figura 2.13: Curvas inferior y superior de la desigualdad (2.6)

Teorema del sdindwich:

lzzlz% x4+ 1< limf(x) _i@_?g(x 6x+11)

r—3

2< limf(zr) <2

r—3

Por lo tanto, concluimos que lin;)& f(z) = 2. En un gréafico vemos que nuestra
x—

funcion tiene que estar entre la curva de g(z) = Vo + 1y h(z) = 2% — 62 + 11.

2.3.3. Indeterminaciones con funciones trigonomeétricas

Lo que vimos antes lo vamos a utilizar para demostrar un limite muy impor-

tante:
limsen(a:)

z—0 x

=1

., Como sabemos que ese limite da 17 Para poder responder a esta pregunta vamos a
observar el grafico de una circunferencia de radio 1 (ver figura 2.14). Determinamos

algunos puntos:
= A, que es el origen;

= B, un punto en donde una semirrecta que prolonga un radio de la circunfe-

rencia la corta;
= [/, la proyeccion de B en el eje de las abscisas;
= D es el punto en donde comenzamos a tomar los valores de x, es decir, x = 0;

= (' es el punto de interseccién entre la semirrecta mencionada y una recta
perpendicular a las abscisas que pasa por D (esta es una recta tangente a la

circunferencia).
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Figura 2.14: Circunferencia de radio 1

En este primer anélisis asumimos que x tiende a cero por el lado derecho.
Posteriormente, analizaremos = tendiendo a cero por izquierda (hay que tener en
cuenta que nunca valdra cero). El valor de x queda representado por el arco de
circunferencia definido por los puntos D y B. Por lo tanto, podemos hacer las

siguientes observaciones.
] }AB‘: |AD|: 1 por ser radios de la circunferencia.

i 58] o , |
» sen(z) = l‘;Ld.o opuesto _ = }BE | Notese que el angulo « es equivalente
ipotenusa 1

a x. Por convencion, cuando marcamos un angulo como una porciéon de un
circulo entre dos semirrectas, lo determinamos en grados y con letras griega,
como «, 3, etc. Cuando lo tomamos como una porcion de arco de la circun-
ferencia de radio 1, lo determinamos en radianes y utilizamos la letra z para

su valor.

Bl _ e
2

cumplen porque ABE y ACD son tridngulos equivalentes.

__ lado—opuesto ‘
" t(m(x) " lado—adyacente ‘

°>\ °°\
°>\ u\

}‘ ‘ ‘ ‘C’D‘ Estas igualdades se

Por lo tanto, como x es positivo:

Pero |BE|= sen(z) y |C'D|=tan(z) = senls) - entonces:

cos(x)




Si dividimos todo por sen(x) que es positivo, nos queda:

sen(z) x sen(z)

sen(x) ~ sen(x) ~ cos(x)sen(x)

x 1
1< .
~ sen(z) ~ cos(x)

Tomando limite y aplicando el Teorema 2.4 (propiedad del sandwich).

. ) ) 1
Iiml< lim-—"= < lim
z—0+ 70+ () 20+ cos(T)
1< lim =2 <1.
Z—0-+ sen(z)
Por lo tanto, lim —2— = 1, lo que equivale a lim % — 1. Entonces: lim @) —
z—0+ sen(z) =0+ —F— z—0+ 7

1.

Por otro lado, si la x tiende a cero por el lado izquierdo, tenemos que
tan(z) <z < sen(z).

Al dividir por sen(x), como es negativo, las desigualdades se invierten:

1 T
>

cos(x) — sen(x) =1

quedando la misma expresion de antes. Este limite se puede generalizar en la

siguiente propiedad.

Proposicion 2.9. Sea una funcion cualquiera g tal que limg(z) = 0, entonces
Tr—a

i 2en((@)

=1
z—a  g(x)

., Como utilizar lo que acabamos de generalizar?

Ejemplo 2.29. Supongamos que tenemos que calcular limw, nos queda

r—2 T2
un indeterminado del tipo cociente de infinitésimo. Sin embargo, la expresion que
esta dentro del seno no es la misma que la que esta dividiendo, por lo que no se

puede afirmar que el limite sea 1. Lo que hacemos, es operar para obtener la misma
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expresion, de la siguiente manera:

24 24
lim sen(x ) —lim sen(x ) ]
r—2 xr — r—2 xr — 2
_ sen(x? —4) z+2
= lim .
e=2 T — 2 x4+ 2
24 2
— lim sen(x )z +2)
22 (z—2)(x+2)
— lim sen(z? — 4)(z + 2)
r—2 [EQ — 4
_ sen(z? —4)
=lm = @)
_ sen(z?—4) .
=l — gl e+ 2)
=1-4=4
Ejemplo 2.30. Calculemos el siguiente limite: limk%sw.

z—0
Tenemos una indeterminacion "cero sobre cero" que necesitamos salvarla. ;De

qué forma? Podemos usar la misma estrategia que en el ejemplo 2.23, donde usa-
mos el conjugado. jPor qué lo usariamos aci? Recordemos que por propiedad

pitagorica:

sin?(z) 4 cos?(z) = 1
sin(z) = 1 — cos?(x)

O sea, el cuadrado de la funcién seno es una diferencia de cuadrados que involucra

a la funcién coseno.
sin?(z) = (1 — cos(x)) (1 4 cos(x))

Por lo tanto, si tenemos al seno en lugar del coseno podriamos aplicar la Propiedad

2.9, que acabamos de ver. Entonces vamos a multiplicar y dividir por el conjugado
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de 1 — cos(z), es decir, por 1 + cos(z); y luego resolvemos.

x 1+ cos(x) =0 (1 4 cos(x)
1= sen?(x))
=0 (1 + cos(x))

— lim sen?(x)
2—=0z (1 + cos(z))
_ limsen(a:).sen(x)
2=0x (1 + cos(x))
sen(z)  sen(x)

x—0

. (1 — cos(z) 1+cos($)> 1= cos(x)

=1l :
A - (1 + cos(x))
0
=1.-=0
2

2.4. Asintotas lineales a curvas planas

En una conversacion informal decimos que una asintota es una recta a la cual
el grafico de la funcién se mantiene "pegado" en infinitos puntos. Sin embargo, la
palabra "pegado" no es muy precisa en términos matematicos. En el Diccionario

de la Lengua Espanola (DLE ) indica:

"Linea recta que, prolongada indefinidamente, se acerca

de continuo a una curva, sin llegar nunca a encontrarla".

No siempre este diccionario tiene definiciones correctas, este es uno de los casos.

El "sin llegar nunca a encontrarla" indica que la curva (la grafica de la funcion)

no toca nunca a la recta. Pronto veremos varios ejemplos en donde esto es falso.

La misma etimologia de la palabra asintota nos senala que no es apropiada para

la definicion matemaéatica. Es un término que proviene del griego y esta formado

por el prefijo a (que indica no), el adverbio syn (juntos, con) y un derivado del
non

verbo piptein (caer), significando: "no caen juntos", "no coinciden". Entonces, ;qué

definiciéon nos atreveriamos a dar?

Definicién. Una asintota lineal a una curva es una
recta que mantiene una distancia infinitesimal o cero

con dicha curva en una infinidad de puntos.

Las asintotas las calcularemos como parte del estudio de funciones que iremos
viendo mas adelante. Nos seran de utilidad para ver cémo se comporta la funcién
en ciertos casos. Por ejemplo, sacamos un bizcochuelo del horno a 120° de tempe-

ratura y lo dejamos en la mesada de la cocina. Sabemos que la temperatura del
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Figura 2.15: Curva de temperatura en funcion del tiempo con asintota horizontal

bizcochuelo comenzard a descender hasta llegar a estabilizarse con la temperatu-
ra ambiente, digamos 25°. Entonces, si encontramos un modelo que represente el
comportamiento de la temperatura del bizochuelo en funcién del tiempo, la recta
constante y = 25 serd una asintota horizontal de dicha funcién como se observa en
el grafico 2.15.

2.4.1. Asintota horizontal

Definicion 2.5. Si liT f(z) =bo lim f(x) =0, entonces hay
r—~+00 T——00

una asintota horizontal de ecuaciéon y = b.

Vemos que el grafico de una funcién puede tener, a lo sumo, dos asintotas
horizontales (AH) diferentes: una del lado derecho (z tendiendo a més infinito) y
otra del lado izquierdo (z tendiendo a menos infinito). Podria pasar que tenga la

misma para ambos lados, o tener AH solo de un lado, o no tener ninguna.

Ejemplo 2.31. Sea la funcion f definida por f(z) = 2% no tiene AH, porque

tanto del lado izquierdo como del derecho, la funcion tiende a més infinito cuando
x toma valores muy grandes en valor absoluto.Deberia darnos un ntimero para que

tuviera asintota horizontal.

Ejemplo 2.32. Sea la funciéon f definida por f(x) = €. Esta funcion tiene AH
solo del lado izquierdo, cuando = toma valores negativos con moédulo muy grandes,
la funcién tiende a cero. Por lo tanto, y = 0 es AH. En cambio, cuando = toma
valores positivos muy grandes la funcion tiende a més infinito, por lo que del lado

derecho no tiene AH.

Ejemplo 2.33. Sea la funcion f definida por f(x) = % +3. Larectay =3 es AH
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Figura 2.16: Curva correspondiente a f(x) = = +

tanto del lado derecho como del izquierdo, ya que el limite a x tendiendo a mas

infinito y a menos infinito da 3 en ambos casos.

Ejemplo 2.34. Sea la funcion f definida por f(z) = % + |§—‘ Esta funcion tiene
dos AH: una para el lado derecho y otra para el izquierdo. La divisién ‘gf—' dalsiz
es positiva o bien —1 en caso de ser negativa. Por lo tanto, el grafico 2.16 muestra

la curva asociada a esta funcion. Cuyas asintotas horizontales son y =1ley = —1.

Nota. Hay que tener cuidado cuando se calculan las AH,
A siempre hay que hacerlo con x tendiendo a mas y a menos

infinito.

sen(x)

Ejemplo 2.35. Sea la funcion f definida por f(x) = ===. El grafico 2.17 corres-
ponde a esta funcidén y es un ejemplo en el cual la curva asociada a la funcion y la

AH, y = 0, pueden coincidir infinitas veces. En forma analitica:

. , 1
lim = lim — -sen(z)=0
r—+o0 xT r—Foco I N——

=0 acotada

Ejemplo 2.36. ;Qué se puede decir de una funciones constantes? Por ejemplo,
f:R— R/f(x) =5. Cuando tomamos el limite a infinito nos da 5. Por lo tanto,
y = 5 cumple con la definicion de AH, en donde el grafico de la funciéon y su AH

son la misma curva.

2.4.2. Asintota vertical

En definicion de asintota vertical (AV), a diferencia de la AH, la = tiende a

un namero en lugar de infinito, y el limite nos tiene que dar infinito (positivo o
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Figura 2.17: AH que es cortada infinitas veces por la curva

negativo) en lugar de un niimero. Entonces:

Definicién 2.6. Si se cumple alguna de las siguientes afirmaciones

lim f(x)=+oc0o0 lim f(x)=—occo lim f(z)=400o0
z—at z—at T—a~

lim f(z) = —o0, entonces hay AV de ecuacion z = a.
r—a~

El problema con las AV es detectar a qué valores debemos hacer tender a x para
verificar si hay o no asintota. Dado que no podemos comprobar con una infinidad
de puntos, los candidatos a AV surgen del dominio de la funcién. Los candidatos

son:
= valores aislados que nos faltan en el dominio;

= si el dominio de la funcién esta dado por intervalo, hay que tener en cuenta

los bordes de dicho intervalo;

= si trabajamos con una funcion partida tenemos que controlar el punto (o los

puntos) en donde nuestra formula cambia.

Ejemplo 2.37. Sea la funcion f definida por f(z) = % Esta funcion, ya la hemos
trabajado y hemos visto su grafica, sabemos que r = 0 es la tnica AV. Como
podemos observar en la definicion, el dominio de la funcion es Df = R— {0} , por
lo tanto, el limite a calcular es cuando z tendiendo a 0. Cuando tomamos limite,
tanto del lado izquierdo como del derecho, tenemos que el resultado da menos

infinito y mas infinito, respectivamente. Entonces, decimos que hay AV.
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x—1
z2—-3z+2"

lugar sacamos el dominio de la funcion: Df = R — {1,2}, entonces tenemos dos

Ejemplo 2.38. Analicemos la funcion f definida por f(z) = En primer
valores a analizar, 1 y 2. Cuando hacemos tender = a 2, el numerador tendera a
1, y el denominador a 0. Sabemos que, algo que tiende a un ntimero sobre algo
que tiende a cero nos da que los valores de la funcién tiende a infinito. Precisando
mas: si x tiende a 2 por derecho, nos dara que los valores de la funcién tiende a
maés infinito; y si x tiende a 2 por izquierda, el limite ser4 menos infinito. Por lo
tanto, concluimos que x = 2 es AV del grafico de f por ambos lados.

En cambio, cuando z tiende a 1, nos quedari una indeterminaciéon del tipo
cociente de infinitésimo. Lo que hacemos es factorizar la expresion, simplificar y

tomar el limite.

) r—1 . rz—1 ) 1
lim—— = lim = lim =-1
=132 — 3z +2  a=l(z—1)(z —2)

=1y — 2 o
Como el limite no dio infinito, z = 1 no es AV.

Acabamos de encontrar un ejemplo donde se tienen dos ni-
A meros reales que no pertenecen al dominio de la funcioén, sin

embargo, en uno hay AV y en el otro no.

Ejemplo 2.39. Dada la funcion f definida por f(x) = \/Lg, podemos observar
que el dominio es el intervalo: Df = (0,+400). Por lo tanto, nuestro candidato a
verificar es el 0. Aca solo tiene sentido tomar el limite cuando z tiende a 0 por el
lado derecho, ya que del lado izquierdo la funcion no existe. Efectivamente, cuando
tomamos el limite de x tendiendo a 0 por el lado derecho, el resultado nos da mas
infinito. Por lo tanto, tenemos que AV es x = 0.

2 siz<0

Ejemplo 2.40. Sea la funcion f definida por f(x) = : . Aca hay

= st x>0

que tener cuidado porque el dominio son todos los reales y f)odriamos apresurarnos
en decir que no tiene AV. Pero cuando hagamos tender x a 0 por el lado derecho el
limite nos dara mas infinito. Por lo tanto, tenemos que x = 0 es AV. Este es otro
ejemplo en el que la grafica de la funcion «tocay» a la asintota, ya que la funcién en
x = 0 existe y vale 0. Por lo tanto, el punto (0, 0) pertenece al grafico de la funciéon

y también pertenece al grafica de la AV, como podemos observar en el grafico 2.18.

2.4.3. Asintota oblicua

Con las asintotas oblicuas (AO) nos pasara algo similar que con las AH. Podre-
mos tener a lo sumo dos, una cuando x tiende a més infinito y otra cuando z tiende

a menos infinito. .o que no puede pasar es que la grifica de una funciéon tenga,

43



%

2}

Figura 2.18: Asintota vertical que comparte un punto con el grafico de la funcion

Figura 2.19: Hipérbola con dos asintotas en cada lado: una horizontal y otra obli-
cua.

para un mismo lado, AO y AH. Una curva cualquiera podria tener ambas, pero la
grafica de una funcién no porque tendria mas de una imagen para un mismo valor
de z, lo cual niega la definicion de funcién, como vemos en la imagen 2.19.

Una AO tendra la ecuacion: y = maz +0b, con m € R— {0} y b € R. En el
caso en que m = 0, podriamos tener una AH. Por lo tanto, podemos decir que en
el infinito la grafica de la funcién y la recta se "juntan", es decir, el limite en el

infinito de la resta de la funcién con la férmula de la recta deberia darnos 0.

Definicion. Si lim [f(xz) — (mxz+b)] =00
lim [f(z) — (mz 4 b)] = 0, entonces y = mx + b es AO.

El problema es como calcularla. Veamos que pasa cuando z tiende a mas infinito

(para z tendiendo a menos infinito, seran los mismos calculos). Supongamos que
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existe la asintota oblicua la cual es y = mx+b. Entonces, li?IL [f(z) — (mx +b)] =
T—>+00
0. Estos nos dice que, cuando z tiende a mas infinito, f(x) = mx + b+ g(x) donde

g es un infinitesimo cuando x — 4o00. Podemos dividir todo por z, para obtener:

@ _ mx+b+g(x)

" - . Tomamos limite a ambos miembros nuevamente,

b
lim _f(x) = lim mz +b+ g(x)
r—+o00 I x——+00 €T
1
= lim |m+ = + —g(z)
T—+00 X X
N =
—0 —0

Por lo tanto, si existe AO, la pendiente la calcularemos con este limite, el cual

debe existir y ser distinto de 0:

m = lim _f(x)
r——+o00 I
Para encontrar b, hacemos algo similar. Como liT [f(z) — (mx +b)] = 0.
T—r+00

Estos nos dice que, cuando z tiende a mas infinito, f(x) = mz + b+ g(x) donde
g es un infinitesimo cuando r — +o0o. Luego, despejamos b y aplicamos limite
nuevamente, para llegar a:

b= a:l—Z>Too [f(x) — max].

Por lo tanto, podemos resumir lo que acabamos de encontrar en la siguiente pro-

piedad.

Proposicién 2.10. Sea f una funcion. Sty =mx +0b es la

asintota oblicua al grifico de la funcion f, entonces m = lim {@)

z—+oco ¥
yb= lim [f(x)—mz].
r—+00

Ejemplo 2.41. Analizar todas las asintotas de la funcion f definida por f(x) =

2 .
-1 st <0

8 |= e~a|

st x>0

En primer lugar calculamos el dominio. Si miramos la primera rama no existe
ninguna restriccién para los z menores o iguales que cero; si miramos la segunda
rama, tampoco hay restriccion para los valores de x mayores a cero. Conclusion, el
dominio esté definido para todos los reales: D f = R. El tnico valor de x a analizar

para una posible AV es z = 0, ya que en dicho punto la funcién cambia su formula.
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» Asintotas verticales.

e lim f(x) = lim % = % = 0. Del lado izquierdo no hay AV en
xHO*O z—0~
z=0.

e lim f(x)= lim < = +o0. Dellado derecho tenemos una AV en z = 0.

z—0t z—07+

» Asintotas horizontales.

. 2 o . z2 - . T _ . .
° z%mm £ = xlimm s = wljinm —iE = o0 Del lado izquierdo no
hay AH.

° liT % = 0. Del lado derecho tenemos AH con ecuaciéon y = 0.
Tr—r+00

» Asintotas oblicuas.

e Del lado derecho no analizamos AO ya que hay AH, por lo tanto no

puede tener AO.

e Del lado izquierdo puede tener AO ya que no tiene AH. Calculamos:

I x? y 1
- m —— = m ——— =
T——00 xQ(l — l/x) z——o00 ] — l/x

Por lo tanto, tiene AO con pendiente m = 1.

2 2
— —1
b= lim ! —lax= lim L(m)
T—o—00 T — T——00 rx—1
o2 —2 4
= lim = lim
T——00 r—1 z——00 T — 1
= lim

p— l- p—
x—Z>7fLoo 1— 1/:1:‘

Por lo tanto, b = 1.

La ecuaciéon de la AO es y =z + 1.

El grafico 2.20 corresponde a esta funcion y sus asintotas.

Ejemplo 2.42. Sea la funcion f definida por f(x) = x—jg El dominio de esta
funcion es el conjunto de los reales positivos porque la raiz nos obliga a utilizar
valores desde 0 en adelante, pero la division nos excluye al 0. Por lo tanto, Df =

(0, 400).
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Figura 2.21: Funcién con una tnica asintota vertical

» Asintotas verticales. El candidato es z = 0.

—2

—~ =
e lim f(x)= lim T2 oo La AV es z = 0.
z—0t z—0t Zz
—~—
—0t
= Asintotas horizontales.
e Solo podemos verificar del lado derecho: [lim % = lim x(H—\/%/x) =
T—>+00 T—>+00
lz’T V(1 +2/x) = +00 No hay AH.
T—r+00
= Asintotas oblicuas.
e Solo podemos verificar del lado derecho: m = lim x—jg% = lim w =
T—r+00 T—r—+00
ZiT % = 0 Tampoco hay AO, porque la pendiente no puede dar
Tr—r+00
0.

La figura 2.21 nos ilustra en detalle como es el grafico de la funcion.
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2.4.4. Ejercicios resueltos de limite y asintotas lineales

Ejercicio 2.1. Hallar todas las asintotas de la funcion f(x) =z + 1+ 22.

Solucién. En primer lugar hay que indicar el dominio de la funcién, en este caso
son todos los reales, dado que el argumento de la raiz siempre es mayor o igual

que 1. Ahora analizaremos las asintotas:

= Asintota horizontal. En este caso hay que analizar el limite de la funciéon

tendiendo a mas y menos infinito.

lim f(z) = lim <x+\/1+x2>:+oo

T—r+00 T—+00
r—v1+ ZEQ)
1/ — 1, < w/l 2) (
. 22— (1+2%)
= lim
vve (1 — /1 1 22)
-1

= lim =0

v=-00 (1 — /14 2?)
Por lo tanto, la asintota horizontal es y = 0 cuando x — —o0.

= Asintotas oblicuas, es de la forma y = mx + b. Iniciamos calculando el valor
de la pendiente. No es necesario analizar cuando x — —oo ya que aca hay

asintota horizontal. Por lo tanto, solo analizamos cuando x — +o0..

lim M

Tr—+00 €T

m =

. x+V1+a?
= 1111'1 —_—
T—+00 €T
—+00
—
, V1+ a2
= llm 1—|— —
T—>00 €T
~~~
——00

Como en este caso x es mayor que cero, entonces podemos escribir + = —.
x V2

Entonces nos queda:

, 1+ 22
m = lim 1+ 5
r——+00 €T

= 1+vV1=2
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Figura 2.22

Entonces la pendiente de la asintota oblicua es 2. Calculamos el b.

b = xilféo (f () — mx)
— lim (2+VI+a?-22)
T—r+400

B , 7 (V1+ 22+ 1)
i (o)

1
= lim —— =0
z—+oo /1 4+ 22+

Podemos afirmar que f tiene una asintota oblicua de ecuacion y = 2x, cuando

z tiende a més infinito.

Por el analisis efectuado del comportamiento de la funcién, concluimos que f tiene
asintotas oblicuas cuando x — 400 y asintota horizontal cuando z — —oc. Como
su dominio son todos los niimeros reales, no tiene asintotas verticales. En el grafico

2.22 podemos ver la curva asociada a la funcion f.

Ejercicio 2.2. La ecuacion az? + 2z — 1 = 0, donde a es una constante positiva,

tiene dos raices que dependen del valor de a: ri(a) = —1 + Y22y py(a) =
_1_ Vita
a a

a. Calcular limri(a) y limry(a).
a—0 a—0

b. Interpretar los resultados obtenidos, trazando simultaneamente la grafica de
la funcion f definida por f(z) = ax? 4+ 2x — 1, para valores de a tendiendo

a cero (por ejemplo, a = 1; 0,5; 0,2; 0,1; 0,05).

Soluciéon. Vamos a resolver cada item detalladamente.
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Figura 2.23

. Calculemos el limite de estas dos funciones, cuando el valor de a tiende a
Ccero.

limri(a) = h’m( Lta-l) (Vifatl)
a—0 ! a—0 a <\/1_|_—a_|_1)

14+a-—1

lim
a=0a (/1 +a+1)

1
lim —
a=0y/1+a+1

N | —

, , I Vita
limry(a) = lim | —-— —

a—0 a—0 a a
, (Vi+a+1)
= llm———-+=—-00
a—0 a

. Veamos el grafico 2.23 para distintos valores de a.
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2.5. Continuidad

Decimos sin demasiada precision que una funcién es continua si podemos di-
bujarla sin necesidad de levantar el lapiz. Sin embargo, esto no es una definicion
matematica y ni siquiera es completamente cierta. Comencemos viendo la conti-

nuidad en un punto determinado.

2.5.1. Continuidad en un punto

Definicién. Una funcion f es continua en un valor a de su
dominio si el limite cuando x tiende a a coincide con el valor de la
funcién en x = a, es decir:

lim f(z) = f(a).

r—a

Si el limite planteado no existe, decimos que tenemos una
discontinuidad esencial o inevitable en x = a. Si el limite
planteado existe pero no coincide con el valor de la funcién en

x = a, decimos que tenemos una discontinuidad evitable en x = a.
Si = a es un valor aislado de su dominio, entonces se dice que f
es continua en x = a. Si f es continua en todo valor de su

dominio, se dice que f es continua.

. Qué quiere decir que tenemos una discontinuidad esencial? Que la funcién
no se puede redefinir para que sea continua. En cambio, tener una discontinui-
dad evitable significa que haciendo algtin cambio podemos convertir una funciéon
discontinua en un punto en una funcién continua en ese punto. Es importante

destacar, que obtendriamos una funcién distinta.

Observacion 2.1. Es necesario diferenciar el concepto de funciéon continua en un
valor de = a del concepto de funciéon continua (a secas). En secciones posteriores
vamos a desarrollar este concepto en detalle, aci solo vamos a establecer la idea.
Una funcién es continua si y solo si es continua en cada punto de su dominio. La
funcion f : R — {0} — R/f(z) = % es continua, ya que tomamos en cuenta su
dominio y z = 0 no pertenece a dicho conjunto. Esto demuestra que la frase que
dice que "una funcién es continua si puedo dibujarla sin levantar el lapiz" es falsa
o, por lo menos, incompleta, ya que deberiamos agregar una condicién que diga
que en cada intervalo de su dominio no se estaria levantando el lapiz. Por lo tanto,

podemos decir que:
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Las funciones polinémicas, exponenciales, logaritmicas,
trigonométricas, fraccionarias (cociente de polinomios)

y raices de polinomios son todas funciones continuas.

Ejemplo 2.43. Analizar si en x = 0 la siguiente funcién f definida por:

stx <0
)
st x>0
presenta una discontinuidad, en caso afirmativo, clasificarla.
Esta funcioén, en x = 0 presenta una discontinuidad esencial, dado que no tiene

limite cuando = tiende a 0 (del lado derecho da infinito positivo). Por lo tanto,

como x = 0 estd en su dominio decimos que es una funcion discontinua esencial.

2 _ .
zZ+z—6 six #2

Ejemplo 2.44. Seala funcion f definida por f(z) = w2 , analizar
3 stx =2

si en x = 2 la funcién es continua o discontinua. Si es discontinua en z = 2,

clasificar.

En primer lugar tomamos limite, como x tiende a 2:

—0
———

2
) . 4+ x—6
lim (@) = lim ———
N——
—0

_ lim(x —2)(x 4+ 3)
r—2 r — 2

=lim(zx+3)=5
T—2

Este limite es del tipo cociente de infinitésimo, por lo que al factorizar y simplificar
vemos que el limite existe y vale 5, pero es distinto a f(2) = 3. Por lo tanto tenemos
una discontinuidad evitable en x = 2 que hace que f sea una funcién discontinua.
., Como la podemos arreglar? Cambiando el valor de la funcién f en x = 2 y
definimos una nueva funcién g definida por:

z2+z—6 ;
s st x #£ 2

g(z) =
5 st x =2

Nota. Cambiamos el nombre de la funcién porque f y g no
A son la misma funcion, si bien son muy parecidas, g tiene un

valor diferente para x = 2.
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2.5.1.1. Algunas propiedades

Proposicion 2.11. Adicion de funciones. Si f y g son funciones continuas en

r = a, entonces, h = f + ¢, también es continua en dicho punto.

Demostracion. Si f y g son funciones continuas en x = a, tal que:

lim f(z) = f(a) y lim g(z) = g(a).

rT—ra Tr—a

Entonces,

lim h(z) = lim [(f £ g)(x)]

T—ra T—ra

= lim [f(x) £ g(z)]

T—a

=lim f(z) £ liln g(z)

T—a

= f(a) £ g(a)
= (f£9)(a)

]

Las demostraciones de las dos siguientes propiedades son similares a la de la

propiedad anterior.

Proposiciéon 2.12. Producto entre dos funciones. Si f y g son funciones

continuas en x = a, entonces, h = f . g, también es continua en dicho punto.

Proposicion 2.13. Division entre dos funciones. Si f y g son funciones con-
tinuas en z = a, y g(a) # 0, entonces, h = f / g , también es continua en dicho

punto.

Teorema 2.5. Si g es continua en a y f es continua en g(a), entonces h = fog

es continua en a.

Demostracion. Tenemos que demostrar que lim h(z) = h(a).

Lo primero que hay que verificar es que ew;isate h(a). Esto es inmediato porque
h(a) = (f o g)(a) = f(g(a)), que sabemos que existe por hipotesis al decir que f
es continua en g(a). Llamemos ¢ a h(a) = f(g(a)) y b a g(a), es decir que ¢ = h(s)
y b=g(a).

Ahora tenemos que demostrar que existe i@_rﬁ h(z) y que da c. Es decir que

existe d positivo tal que si x pertenece al dominio de h = fogy 0 < |z —a| < ¢
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entonces:
|h(x) — ¢| < e, donde & > 0. (2.8)

Vamos a sacar la exigencia de que |z — a| sea mayor a cero dado que en la con-
tinuidad la funcion estd definida en el punto. Como g es continua en a, sucede

que

lim g(z) = g(a) = b.

T—ra

Entonces, existe 0 positivo tal que si x pertenece al dominio de g y |z —a| < 6,
entonces:

lg(z) —b] < ¢ (2.9)

Notese que en lugar de € usamos ', porque es un nimero positivo cualquiera.

Como f es continua en b, sucede que lz'rrg f(y) = f(b) = c. Entonces, existe ¢’
Yy—

positivo tal que si y pertenece al dominio de f y |y — b| < ¢’, entonces:

|f(y) —cl <e. (2.10)

Pero y = g(x), entonces existe ¢’ positivo tal que si g(x) perteneciente al dominio
de f y |g(z) —b] < ¢, entonces:

[f(g(x)) — ¢ <e. (2.11)

Por lo tanto, por propiedad transitiva entre (2.9) y (2.11) queda que existe ¢

positivo tal que si x pertenece al dominio de h = fog y |z — a| < § entonces

[f(g(x)) =l <e.

Concluimos que existe d positivo tal que si x pertenece al dominio de fog y

|x — a| < § entonces:

|fog(x) — fog(a)] <e.

Esto significa que lim fog(z) = fog(a) y como h = fog, demostramos lo deseado:
T—a

lim h(zx) = h(a).

Tr—a

Entonces, podemos decir que h es continua en z = a. O

2.5.2. Continuidad en un intervalo

En la subseccién 2.5.1 vimos coémo verificar si una funcién es continua en un
punto determinado, pero se debe tener en cuenta que la continuidad en un punto

no es lo mismo que la continuidad en todo el dominio. Entonces, ;como hacemos
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para verificar la continuidad en una infinidad de puntos?

Para que una funcién sea continua en un intervalo abierto debe serlo en ca-
da uno de sus puntos. Por ejemplo, si queremos ver donde es continua la funcion
f(x) = 2?, no podriamos estar aplicando la definicion de continuidad en los infini-
tos puntos de su dominio. Por este motivo, tomamos un punto genérico a. Por lo

tanto:

lim f(z) = lim 2* = a®> = f(a)
T—a r—a

Concluimos que esta funcion es continua en R. En general, como ya mencionamos

previamente, sabemos que:
= las funciones polinémicas y las exponenciales son continuas en R;

= las funciones racionales, las radicales, las logaritmicas y las trigonométricas

son continuas en su dominio.

Definicién 2.7. Para que una funcion sea continua en un intervalo cerrado [a, b],

tiene que ser continua en cada valor del intervalo abierto (a, b) y en los bordes: a

y b.

Observacion 2.2. Cuando tomemos limite de x tendiendo al punto a, solo lo ana-
lizaremos por el lado derecho. Y cuando z tienda al punto b lo analizaremos solo

por el lado izquierdo.

A continuacion, estudiaremos algunos teoremas relacionados con la continuidad
en intervalos cerrados. El primero es el teorema de valores intermedios y es muy
importante porque lo vamos a utilizar en una infinidad de ejercicios, muchas veces

sin que ni siquiera pensemos que lo estamos aplicando.

Teorema 2.6. Teorema de valores intermedios. Si f es continua en [a, b] y
f(a) < f(b) (es valido si se invierte la desigualdad) y k es un valor comprendido
entre f(a) y f(b), entonces existe un punto c¢ interior al intervalo [a, b], donde la

funcion alcanza el valor k.

Esto quiere decir que si tenemos cualquier funcion f continua con f(a) < f(b)
y tomamos un k tal que f(a) < k < f(b) entonces siempre se va a poder encontrar
un ce€ (a, b)/f(c) = k. Mas aun, este teorema nos dice que si una funcién es
continua en un intervalo cerrado, y f(a) es menor que f(b), la funcion toma todos
los valores intermedios en dicho intervalo. Por ejemplo, si f(a) = 5y f(b) = 8,
entonces sabemos que habré valores de z dentro del intervalo en los que la funcion
valga 5.1, 5.2, 6, 6.5, etc. Es decir, todos los valores que estan entre 5 y 8. El
teorema también se cumple si es al revés: f(a) > f(D).

Si se considera el caso particular en que £ = 0, entonces estarfamos diciendo

que existe ¢ tal que f(c) = 0, o sea, que la funciéon f tiene una raiz. Y esto pasaria
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Figura 2.24

si f(a) <0< f(b) oalrevés, es decir, si f(a)y f(b) tienen signos contrarios. Luego
se puede enunciar el siguiente teorema que vamos a analizar su interpretaciéon en

detalle, ya que es de gran utilidad para el resto de la materia.

Teorema 2.7. Teorema de Bolzano. Si f es una funcion continua en el intervalo

la,0] v f(a).f(b) < 0, entonces existe un punto c¢ en el intervalo (a,b) donde
f(e) =0.
Observamos que tenemos dos hipotesis:

= [ es continua en [a, b]: esto quiere decir que f es continua en cada valor del

intervalo cerrado;

» f(a).f(b) < 0: esto significa que la funcién evaluada en cada extremo del

intervalo tiene que tener signos contrarios.

Y la tesis o conclusion es que: existe ce (a, b)/f(c) = 0, esto quiere decir que en el
interior de intervalo (a,b) hay por lo menos un cero. En el grafico 2.25 se ve mas

claro.

Ejemplo. Supongamos que el intervalo cerradoesel [2, 7],y f(2) = =3y f(7) = 4,
como se ilustra en el grafico 2.26, y que la funciéon f es continua, entonces se
cumplen las hipétesis. Por el teorema, sabemos que en algin lugar del intervalo
tiene que cruzar el eje x, es decir, tiene un cero o raiz. No sabemos donde estara
pero si que pertenecera al intervalo es un(2, 7). Si se quisiera precisar un poco mas,
se podria tomar un valor intermedio, por ejemplo, x = 4, se observa que f(4) > 0,
por lo tanto, la raiz buscada estara entre 2 y 4. Luego, se podria tomar x = 3
y ver que f(3) < 0, de esta forma sabemos que la raiz estara entre 3 y 4. Este
procedimiento se puede repetir las veces que se desee hasta encontrar la raiz exacta
o, en su defecto, un intervalo que la contiene tan pequeno que cualquier valor de

él se podria utilizar como una aproximacién de la raiz verdadera.
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(a, f(a))

Figura 2.25: Interpretacion geométrica del Teorema de Bolzano

(7,4)

FTY S A B

———— = = =g

(2.-3)

Figura 2.26: Ejemplo en el intervalo [2, 7]
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Figura 2.27

Es importante destacar las palabras por lo menos, ya que podriamos tener la
situacion del grafico 2.27. Como vemos, la funcién podria estar cruzando més de
una vez el eje x. Por lo tanto tener mas de una raiz en el intervalo de estudio.

. Qué pasaria si no quisiéramos tener un cruce con el eje 7 Deberiamos "pegar
un salto" para llegar de un punto al otro, con lo cual la funcién no serfa continua

y estariamos negando nuestras hipotesis.

Corolario 2.1. del Teorema de Bolzano. Si f es continua en (a, b) y no hay

ninguna raiz en el intervalo (a, b) entonces f(x) > 00 f(x) <0, Vx e (a, b)

Aclaracion: f(a) y/o f(b) pueden ser raices pero estan fuera
del intervalo. Este corolario es muy importante y lo usaremos a

menudo. Nos dice que si la funcién es continua en un intervalo

abierto, y a lo sumo tiene raices en los bordes pero ninguna

en el intervalo, entonces, en este intervalo, es siempre positiva

o bien es siempre negativa.
.Para qué podemos usar este corolario? Nos sirve para calcular los intervalos

de positividad y negatividad de una funcién. Si conocemos sus raices y sabemos
que es continua, nos alcanza con ver el signo de la funcién en cualquier punto
intermedio de algin intervalo para conocer el signo de la funcion evaluada en cada

valor de este intervalo. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.45. Hallar los intervalos de positividad y negatividad de la funcion f
definida por f(z) = 23 + 2* — 6z.

Solucién. Sabemos que Df = Ry f es continua en R por ser una funcién polino-
mica. Si quisiéramos comprobarlo, tomamos la funcion g definida por g(z) = x que

es continua, ya que la funcién identidad cumple que lim g(x) = lim z = a = g(a)
Tr—a r—a
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Figura 2.28
para cualquier niimero a perteneciente a R. Luego, teniendo en cuenta que x® =
zr.x.x, podemos decir que como es el producto de funciones continuas, entonces la
funcion h definida por h(z) = 23 es funciéon continua (estamos teniendo en cuenta
la propiedad 2.12). Con el resto de los términos aplicamos el mismo criterio, luego
aplicamos la propiedad de la adiciéon de funciones continuas y podemos concluir
que f es una funcién continua.

Ahora buscamos los ceros de la funcion f. Para esto sacamos x factor comun:
flx)y=2+2*—6r=x(z*+2—-6)=0

entonces el producto es cero cuando alguno de los factores es cero, luego queda

que:
n = 0;
» 224+ 2 —6=0, entoncesz =20z = —3.

Sabemos que una cubica tiene 3 raices como maximo, por lo tanto las hallamos
todas. Su conjunto de ceros serd Cy = {—3,0,2}. Marcamos estos puntos en una
recta, ver figura (2.28). Vemos que nos quedan formados 4 intervalos:(—oo, —3),
(—3,0), (0,2) y (2, 400). Como se cumplen las hipétesis del corolario visto podemos
evaluar la funciéon en cualquier punto del primer intervalo, por ejemplo en -4,
e inmediatamente saber el signo de la funcién evaluada en todo los valores del

intervalo. Para hacerlo més sencillo vamos a factorizar la funcién:
flz) = 2+ 2% —6x = x(z —2)(z+3)

Entonces, analizamos los signos de la funciéon en cada intervalo.

» sg(f(—4)) es negativa, ya que todos los factores del producto de f(x) serian

negativos al ser avaluados en x = —4.

» sg(f(—1)) es positivo, porque el signo de los primeros dos factores en negativo

y el del dltimo positivo al ser avaluados en x = —1.

» sg(f(1)) es negativo, debido a que el signo del factor x — 2 es negativo y los

otros dos tienen signo positivo al ser avaluados en x = 1.
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Figura 2.29

= sg(f(3)) es positivo, todos los factores tienen signo positivo al ser evaluados

en r = 3.
Por lo tanto: CT = (=3, 0) U (2, +00) y C~ = (—o0, —3) U (0, 2).

Ejemplo 2.46. Hallar los intervalos de positividad y negatividad de la siguiente

funcion f definida por f(x) = 5’5;31. En este ejemplo hay que tener mucho cuidado,
si bien las tnicas raices son 1 y —1, la funcién no esta definida en z = —3. Por lo
tanto, este valor lo tenemos que tener en cuenta a la hora de armar los intervalos,
ya que cualquier intervalo que incluya el -3 no cumplira las hipoétesis del corolario
de Bolzano. Entonces la recta queda dividida por los puntos que se muestran en
la figura 2.29. El punto —3 lo graficamos distinto porque no es una raiz, sino un
punto en donde la funcion no esté definida. Quedan cuatro intervalos nuevamente:
(—o0, —=3), (=3, —=1), (=1, 1) y (1, 4o0). Hacemos lo mismo que en el ejemplo

anterior, analizamos el signo:

» sg(f(—4)) es negativo,
» sg(f(—2)) es positivo,
» 5g(f(0)) es negativo,

» sg(f(2)) es positivo.
Por lo tanto, C* = (=3, 1) U (1, +o0) y C~ = (=00, =3) U (-1, 1)

Teorema 2.8. de acotacion. Si f es continua en [a, b], entonces f esta acotada

en [a, b].

Este teorema nos esta diciendo que existe algtn valor M tal que es mas grande
que cualquier valor que pueda tomar la funcién en el intervalo, y otro valor N
que es mas chico que cualquier valor que alcance la funcién en dicho intervalo. En
otras palabras: la funcién no puede ir a +00 0 a —oo en el intervalo que estamos
estudiando. Si pasara eso no estaria acotada. ;Por qué no puede pasar eso? Porque
la funcién es continua, si pasara que lz'_7>n f(z) = £o0, con ¢ perteneciente al
intervalo [a, b], no existiria el limite y n% Sceria continua. Eso solo podria pasar en
un borde de un intervalo abierto, pero no de uno cerrado. Por este motivo se pide
que el intervalo sea cerrado. En el grafico 2.30 podemos ver una ilustracion de este
teorema. Observemos que la funcién queda encerrada entre dos rectas (podiamos
haber utilizado otras dos rectas que cumplieran el mismo objetivo). Esto indica

que la funcién esta acotada.
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Figura 2.30

2.5.3. Ejercicios resueltos de continuidad

Ejercicio 2.3. Indicar el conjunto de continuidad de la funcion f definida por

3sen(x?)

flay=4 "
2z + 3 stx >0

stx <0

Solucién. En primer lugar calculamos el dominio. La féormula de la segunda rama
no tiene problemas de dominio. En cambio, la formula de la primer rama no admite
el valor 0 porque anula el denominador, sin embargo, esta expresion solo se tiene

en cuenta para los valores de = negativos. Por lo tanto, Df = R.

= Si x es negativa la funciéon es continua, ya que

3sen(x?)  3sen(a?)

lim f(x) =lim = = f(a).

r—a T—a :L'2 0,2

= Si z es positiva, la funcion también es continua

lim f(x) =lim 2x + 3 =2a+ 3 = f(a).

r—a T—ra

= El tinico punto posible de discontinuidad serd x = 0, por lo tanto, debe-

mos analizar qué sucede en dicho punto. Por propiedades, lim f(z) =
z—0~
lim 386;’2(9”2) =3y lim f(zr) = lim 2x+ 3 = 3. Vemos que los limites
z—0~ z—07t z—07t
laterales coinciden. Por lo tanto existe el limite lirré f(x) y vale 3. Ademés,
x—

f(0) = 3, como su limite.

Conclusion, f es continua en todos los reales.
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z -1 stz >1

Ejercicio 2.4. Sea la funcion f definida por f(z) = , hallar el
T+ a stx <1

B

valor de a para que f sea continua en z = 1.

Solucién. En primer lugar vemos que en x = 1 no tenemos problemas con el do-
minio ya que aplica la expresion de abajo. Luego, tomamos el limite de x tendiendo

a 1 por el lado izquierdo y por el derecho:

= Por el lado derecho,

<
lim f(z) = lim !
xiql+ t _m%1+ \/5—1
——
—0
2 _
_ lim T 1.\/5—1-1
=1+ \/5—1 \/E—i-l
g @ D= D(E D)
r—1+ r—1
= lim [(z+1)(Vz +1)]
=2.2=4

» Por el lado izquierdo: lim f(z)= lim (x+a)=1+a.
z—1— z—1—

= Pedimos que ambos limites coincidan: 4 = 1 4 a, entonces a = 3.

= Pareciera que el ejercicio termind en el paso anterior, sin embargo, lo que
afirmamos es que con a = 3 el limite existe. Nos falta decir que, ademas,
el valor del limite calculado coincide con el de la funcién en x = 1, ya que
f()y=1+3=4.

Vil g oz >1
Ejercicio 2.5. Sea la funcion f definida por f(x) = . Analizar

r~—x N
1 stox<l

la continuidad de f en su dominio. Verificar si se puede extender para que sea

continua en R.
Solucién. Como la funcion es partida, hay que analizar varias cosas.

= En primer lugar debemos ver el dominio de la funcién. En este caso el tnico
valor donde la funcién no esté definida es en = 1, entonces, Df = R—{1}.

Luego, analizamos la continuidad.

= Siz > 1, f es continua ya que se trata de un cociente de funciones continuas,
porque el denominador se anula en x = 1 que no pertenece al conjunto que

se analiza.
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= Six <1, f es continua por ser cociente de funciones continuas; y el denomi-

nador se anula en x = 1 que tampoco esta en el intervalo que se analiza.

= En z = 1, la funcién no esta definida, por lo tanto no tiene sentido analizar la

continuidad. Luego se puede afirmar que f es continua en todo su dominio.

= Por otro lado, se se pide verificar si se puede extender la funcion para que sea
continua en R. Entonces analizamos cudl es el limite de la funciéon cuando x
tiende al valor 1 que es el tinico niimero que no pertenece al dominio de la

funcion f. Calculamos el limite por derecha y por izquierda:

—0
——
—1
lim f(z) = lim v
z—1+ z—1t 3 — 3
——

L a-DE+D
e—1t (3x —3)(v/x + 1)

~ o W1
a—1+3(x — 1)(y/z + 1)

= ILm v—1
a1+ 3(x — 1) (v + 1)
— 1’ 1
11

3-2 6

—0

2
lfm f(z) = lim —

r—1— z—1- 4x — 4
——

—0
— lm z(z—1)
r—1— 4(.T — ].)

oz
= lim—

Como los limites laterales son distintos, entonces no existe h'n% f(z), es decir, la
T—r

funcién no puede extenderse para que sea continua en R.

Ejercicio 2.6. Dada la siguiente ecuacion, demostrar que tiene alguna solucion
real.
X .
x COS(E) + 15 sin(z) = 15
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Solucién. Para resolver este ejercicio, es necesario que utilicemos el Teorema de
Bolzano.

Armemos la funcion f definida por f(z) = x cos(§)+15 sin(z) — 15. Queremos
probar que existe por lo menos un valor real donde f vale cero. Como es una suma
algebraica de funciones continuas en todos los reales, es una funciéon continua en
R. El Teorema de Bolzano dice que si en intervalo [a,b] la funcion es continua
y f(a)f(b) < 0 entonces existe un ¢ tal que f(c¢) = 0. Entonces necesitamos
definir algtin intervalo para poder aplicarlo. Inventamos uno en el cual se cumpla
la hipétesis, por ejemplo, el intervalo [0, 7]. Podemos verificar que:

f(0) = 0.cos(0) + 15sin(0) — 15 = =15 < 0

f(m/2) = T cos(T) + 15sin(Z) — 15 = =2 115 — 15 = 22> (),

Entonces, comof es continua en [0,5] y tiene signo contrario en los extremos
del intervalo, existe por lo menos un punto ce[0,5], donde f(c) = 0, es decir, existe
por lo menos una solucién de la ecuacion dada. Puede haber mas, pero el ejercicio

solo dice que se demuestre la existencia de alguna. Tampoco hay que encontrarla.
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