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Función polinómica

Son de la forma

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a2x
2 + a1x+ a0

con an 6= 0. Se dice que la función es de grado n con n ∈ N. Las funciones lineal y
cuadrática que estudiamos en la sección anterior, son casos particulares de esta. En efecto:

f(x) = a2x
2 + a1x+ a0 n = 2

g(x)x = a1x+ a0 n = 1

También está el caso especial del polinomio nulo (P = 0), que no tiene grado.

Ejemplo 1 : Comencemos por graficar la función f(x) = x3.

Resolución :

Con la ayuda de una tabla de valores o un programa graficador
podemos encontrar el gráfico de la función. Tanto por medios
anaĺıticos, como observando el gráfico, podemos ver que se trata
de una función impar, es decir, f(x) = −f(−x).

Además, esta función está definida para todo número real y
para cada uno arroja un resultado distinto, de modo que:

el dominio natural es Dom f = R.

imagen Im f = R.

Ejemplo 2 : A partir de la función anterior, realizar un gráfico de g(x) = (x − 2)3 + 1
teniendo en cuenta los corrimientos.

Resolución :

La curva g(x) = (x − 2)3 + 1 puede obtenerse desplazando el
gráfico de f(x) = x3 dos unidades en el sentido positivo (en este
caso hacia la derecha) del eje de las abscisas (en nuestro sistema
el eje x) y una unidad en el sentido positivo (en este caso hacia
arriba) del eje de las ordenadas (en nuestro sistema el eje y).

El dominio natural es Dom f = R y la imagen Im f = R.

En el gráfico muestran las dos funciones; en ĺınea de puntos
violeta la función f(x) = x3 y en trazo sólido rojo la función
g(x) = (x−2)3+1. De esta manera puede apreciarse el corrimiento
en los ejes coordenados.
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División de polinomios

Recordemos que un polinomio P (x) puede dividirse por otro Q(x) si verifica que
gr P ≥ gr Q. En este caso:

Donde P (x) es el dividendo, Q(x) el divisor, C(x) el co-
ciente y R(x) el resto. Además,{

gr P ≥ gr Q ∧ (gr R < gr Q ∨ R = 0)
P (x) = Q(x)C(x) +R(x)

Ejemplo 1 :

Calcular el cociente y el resto de la división entre los siguientes polinomios:

P (x) = x4 − 2x3 − 2x2 − 3 y Q(x) = x2 − 2x+ 1.

Resolución : Para efectuar la división los polinomios deben ordenarse según potencias
decrecientes de x y el dividendo debe completarse.

Se puede observar que C(x) = x2 − 3 y R(x) = −6x.

Regla de Ruffini

Se utiliza para hallar los coeficientes del cociente de la división entre un polinomio
cualquiera y otro que guarda la forma x+ a

Ejemplo 2 :

Hallar el cociente y el resto de la división entre P (x) = x3−7x2+14x−21 y Q(x) = x−2.

Resolución :

No olvidar ordenar y completar el dividendo, si fuere necesario.
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UBA XXI Análisis Matemático A (Para Ingenieria y Ciencias Exactas y Naturales)

Por lo tanto, obtenemos que C(x) = x2 − 5x + 4 y R(x) = −13. Observemos que el
grado del cociente es el grado del dividendo menos uno, es decir: gr C = 3− 1 = 2.

Factorización de la función polinómica

Podemos extender lo visto en el caṕıtulo de función cuadrática para la función po-
linómica. De estar forma, dada la función P (x) = anx

n + an−1x
n−1 + ...+ a2x

2 + a1x+ a0,
podemos escribirla como:

1. Si tiene n ráıces reales simples P (x) = an(x− x1)(x− x2)...(x− xn).

2. Si tiene j ráıces reales múltiples P (x) = an(x− x1)k1(x− x2)k2 ...(x− xj)kj

Vale aclarar que una ráız o cero xj de un polinomio tiene orden o multiplicidad kj, si el
polinomio es divisible por (x− xj)kj pero no lo es por (x− xj)kj+1 .

Observación : En la factorización de una función polinómica pueden aparecer expresio-
nes de grado par (por ejemplo, cuadráticas) irreducibles, en cuyo caso la función no tiene
ráıces reales.

Ejemplo 1 :

Veamos algunos casos de polinomios ya factorizados.

a) P (x) = x2(x−1) Esta es una función polinómica de grado 3. Sus ceros son x = 0,
con multiplicidad 2 (ráız doble) y x = 1, con multiplicidad 1 (ráız simple).

b) P (x) = 2x(x − 1)2(x + 2)3 Este polinomio es de grado 6. Sus ceros son x = 0,
con multiplicidad 1 (ráız simple) , x = 1 con multiplicidad 2 (ráız doble) y x = −2 con
multiplicidad 3 (ráız triple).

c) P (x) = x(x+ 1)(x2 + 1)2 Este polinomio también es de grado 6. Tiene dos ceros
x = 0 y x = −1, ambos con multiplicidad 1 (ráıces simples), los otros dos ceros son
complejos.

Ejemplo 2 :

Probar que x = 1 es ráız de P (x) = x3 − x2 + x− 1. Obtener la expresión factorizada
del polinómio.

Resolución :

Para demostrar que x = 1 debemos probar que P (1) = 0 o bien que el polinomio es
divisible por (x− 1).

Si evaluamos P (1) = 13 − 12 + 1− 1 = 0, con esto vemos que x = 1 es ráız de P . Para
obtener la expresión factorizada del polinomio aplicamos la regla de Ruffini, teniendo en
cuenta que ya encontramos una ráız.
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De esta expresión se observa que P (x) = (x − 1)(x2 + 1). En ella se ve también que
ha aparecido un factor cuadrático irreducible, con lo cual, el polinomio tiene un par de
ráıces complejas conjugadas.

Teorema del resto:

El resto de la división de un polinomio P (x) por otro de la forma x+a es igual al valor
del polinomio evaluado en x = −a, es decir, P (−a).

En efecto,

Como P (x) = C(x)(x+a)+R, evaluando esta expresión en x = −a, resulta P (−a) = R.

Ejemplo 3 :

Sean f(x) = x3 + kx2 − kx − 9 y g(x) = x + 3. Utilizar el teorema del resto para
determinar los valores de k en los reales tales que g(x) sea un factor de f(x).

Resolución :

Para poder escribir g(x) como un factor de f(x), el polinomio debe ser divisible por
x + 3, es decir, el resto de la división de f(x) por (x + 3) debe ser cero. Aśı, podemos
plantear

R = f(−3) = 0→ (−3)3 + k(−3)2 − k(−3)− 9 = 0→ k = 3

Ejemplo 4 :

Hallar la función polinómica de grado 3, cuyos ceros son x = 0, x = 1 y x = −2 y su
gráfico pasa por el punto de coordenadas (2, 24).

Resolución :

Podemos proponer f(x) = ax(x− 1)(x+ 2).

Como el valor de a no está determinado, usamos el otro dato del problema: que su
gráfico pasa por el punto (2, 24), esto significa que f(2) = 24, aśı

f(2) = a2(2− 1)(2 + 2)→ f(2) = a8 = 24→ a = 3

Podemos entonces escribir
f(x) = 3x(x− 1)(x+ 2)
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Función Módulo o Valor Absoluto

Presentación

En un laboratorio se están realizando experimentos con
distintas sustancias qúımicas, una de ellas precisa que la tem-
peratura ambiente se encuentre a 15◦C aceptando un error
de 2◦C, se debe prender el aire acondicionado cada vez que la
temperatura no sea la adecuada. ¿Para qué valores de tem-
peratura ambiente se debeŕıa activar el aire acondicionado?

Como el error aceptado es de 2◦C se debe prender el aire
cuando la distancia de la temperatura ambiente y 15◦C sea
mayor que 2◦C, o sea cuando la temperatura es mayor que

17◦C o menor que 13◦C. Matemáticamente esto se escribe como:

|x− 15| > 2

Recordemos que el módulo o valor absoluto de un número real es la distancia de x al
0, y lo notamos |x|.

Por ejemplo: |5| = 5, | − 3| = 3 En el caso de la desigualdad |x − 15| > 2 estaŕıamos
diciendo que la distancia entre la temperatura x y 15 debe ser mayor que 2 para que sea
necesario activar el aire acondicionado.

Propiedades :

|x| ≥ 0 ∀x ∈ R

|x| =
√
x2 ∀x ∈ R

|x.y| = |x||y| ∀x, y ∈ R

|x+ y| ≤ |x|+ |y| ∀x, y ∈ R

Si a > 0, |x| = a ↔ x = a ∨ x = −a

Si a > 0, |x| < a ↔ −a < x < a

Si a > 0, |x| > a ↔ x < −a ∨ x > a

Observemos que la inecuación:
|x− 15| > 2

podemos traducirla en:

x− 15 < −2 ∨ x− 15 > 2 ↔ x < −2 + 15 ∨ x > 2 + 15

Es decir:
x < 13 ∨ x > 17
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Función Módulo

f(x) = |x| =
{

x si x ≥ 0
−x si x < 0

Una función módulo es una función partida o definida a trozos ya que está definida
por intervalos. En este caso podemos observar que cada tramo corresponde a una función
lineal. Observando esto podemos construir su gráfico ya que para x ≥ 0, debemos graficar:
y = x; y para x < 0, graficamos: y = −x.

Su gráfico es:

Observando el gráfico podemos destacar:

La simetŕıa del gráfico respecto de la recta x = 0
(eje de simetŕıa)

Su imagen es Im f = [0,+∞)

El gráfico presenta un mı́nimo en x = 0

A partir de este gráfico podemos construir otros, teniendo en cuenta lo trabajado para
la expresión canónica de la parábola.

Las mismas ideas podemos utilizar para pensar en el gráfico de una función módulo
expresada del siguiente modo:

f(x) = a|x− x0|+ y0

En este caso el eje de simetŕıa será la recta x = x0
La imagen será [y0,+∞), si a > 0

La imagen será (−∞, y0], si a < 0

Veamos primero, algunos ejemplos modificando el valor de a:

El gráfico de h(x) se obtiene al reflejar el gráfico de |x|
respecto al eje x.

El gráfico de g(x) se acerca al eje y, y el de p(x) se acerca
al eje x.
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Veamos ahora, algunos ejemplos modificando x0 e y0:

El gráfico de g(x) es un desplazamiento de |x| de 1 unidad
hacia la derecha y 3 unidades hacia arriba.

El gráfico de h(x) es un desplazamiento de |x| de 2 unida-
des hacia la izquierda y 1 unidad hacia abajo.

Ejemplo 1 :

Representar gráficamente la función f(x) = −|x+ 3|+ 4 e
indicar dominio e imagen. Hallar los ceros anaĺıticamente.

Resolución :

El dominio de la función es R.

Vamos a encontrar los ceros anaĺıticamente, para ello debemos resolver la ecuación:

−|x+ 3|+ 4 = 0

−|x+ 3| = −4

|x+ 3| = 4

x+ 3 = 4 ∨ x+ 3 = −4

x = 1 ∨ x = −7

Para graficar la función podemos usar los ceros (donde el gráfico corta el eje x) y
también pensar en lo visto anteriormente, el gráfico se obtiene al reflejar |x| respecto al
eje x, y desplazarlo 3 unidades a la izquierda y 4 hacia arriba:

La imagen es: Im(f) = (−∞, 4]
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Función Homográfica

Responden a la expresión

f : D ⊆ R→ R/f(x) =
a

x− x0
+ y0

con a 6= 0 y donde x0, a e y0 son constantes reales y D, dominio de la función, es un
conjunto tal que el denominador es distinto de cero. Esto se escribe:

D = {x ∈ R/x− x0 6= 0}

Veremos el gráfico de estas funciones para el caso particular

f(x) =
1

x

que corresponde a una función homográfica con a = 1, x0 = 0, y0 = 0.

Primero definamos su dominio, dicho conjunto debe ser tal que la variable x no tome
el valor cero (x 6= 0), puesto que para dicho valor se anula el denominador. Por lo tanto,
Dom f = R− {0} o bien Dom f = (−∞; 0) ∪ (0; +∞).

Hagamos entonces una tabla de valores para llegar al gráfico de f(x) = 1
x

x f(x)
1 1

0,5 2
0,25 4
0,1 10
0,01 100
0,001 1000
-0,001 -1000
-0,01 -100
-0,1 -10
-0,25 -4
-0,5 -2
-1 -1

x f(x)
1000 0,001
100 0,01
10 0,1
8 0,125
4 0,25
2 0,5
-2 -0,5
-4 -0,25
-8 -0,125
-10 -0,1
-100 -0,01
-1000 -0,001

En la tabla de la izquierda se puede observar que, a medida que x se aproxima a 0,
tanto cuando toma valores mayores a cero (por la derecha), como cuando toma valores
menores a cero (por la izquierda); los valores de |f(x)| se hacen arbitrariamente grandes.

En la tabla de la derecha, en cambio, se observa que, para valores de |x| cada vez más
grandes, los valores de f(x) se aproximan arbitrariamente a cero.
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Si ahora ubicamos estos puntos hallados en el plano y los unimos se obtiene el siguiente
gráfico

El gráfico de f(x) = 1
x

se denomina hipérbola . Podemos observar que a medida que x
aumenta en valor absoluto, el gráfico se aproxima al eje x (eje de abscisas); en este caso
diremos que la recta y = 0 es una aśıntota horizontal al gráfico de f .

Por otro lado, cuando x toma (en valor absoluto) valores próximos a cero, el gráfico se
aproxima al eje y (eje de las ordenadas); en este caso diremos que la recta x = 0 es una
aśıntota vertical al gráfico de f .

Del gráfico se ve, además:

Im f = R− {0}
Pos f = (0 ; +∞)

Neg f = (−∞ ; 0)

Analicemos ahora la función f(x) = − 1
x

Estas funciones son impares, esto es
f(x) = −f(−x), basta recordar las funciones f(x) = x3 y
f(x) = −x3 donde se vio que sus gráficos son simétricos
con respecto al eje de abscisas. De la misma forma, podemos
obtener el gráfico de f(x) = − 1

x
buscando el simétrico a cada

punto del gráfico de
f(x) = 1

x
, con respecto al eje de abscisas.

Se ve, además, que comparten dominio e imagen pero se
invierten sus conjuntos de negatividad y positividad. Es de-
cir:

Im f = R− {0}
Neg f = (0 ; +∞)

Pos f = (−∞ ; 0)
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Funciones homográficas y desplazamientos

Al igual que lo estudiado para las anteriores funciones podemos mencionar las siguientes
conclusiones sobre el efecto de los parámetros a,x0 e y0 en el gráfico de f(x) = 1

x
.

Conclusiones

El coeficiente a es un factor de escalamiento: el gráfico de f(x) = a
x

se aproxi-
ma al eje x conforme |a| se aproxima a cero y se aproxima al eje y conforme
|a| aumenta.

El valor de x0 determina que el gráfico de f(x) = a
x

se desplace x0 unidades
a la derecha si x0 > 0 o x0 unidades a la izquierda si x0 < 0.

El valor de y0 determina que la gráfica de f(x) = a
x

se desplace y0 unidades
hacia arriba si y0 > 0 o y0 unidades hacia abajo si y0 < 0.

A partir de la ecuación f(x) = a
x−xo +yo de la función homográfica es inmedia-

to indicar cuáles son las aśıntotas de la función. Sus ecuaciones son: x = x0 la
ecuación de la aśıntota vertical e y = y0 la ecuación de la aśıntota horizontal.

El signo del parámetro a determina que la gráfica de f(x) = a
x

se ubique en
el 1º y 3º cuadrante respecto de las rectas determinadas por las aśıntotas si
a > 0 o se ubique en el 2º y 4º cuadrante respecto de las rectas determinadas
por las aśıntotas si a < 0.

Ejemplo 1 :

Graficar la función f(x) = 1
x−2 − 4 determinando previamente su dominio y hallar los

conjuntos imagen, de positividad y de negatividad.

Resolución :

f(x) =
1

x− 2
− 4

Determinemos el dominio de la función. Este conjunto estará integrado por aquellos va-
lores de x que no anulen el denominador, es decir, los que verifiquen x− 2 6= 0

x− 2 6= 0↔ x 6= 2

Dom f : R− {2}

A partir de los valores de los parámetros, podemos obtener las ecuaciones de las aśınto-
tas

f(x) =
1

x− 2
− 4


a = 1
x0 = 2 x = 2 A.V
y0 = −4 y = −4 A.H
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Ubicamos las aśıntotas:

Buscamos las intersecciones con los ejes coorde-
nados:

Intersección con el eje x (f(x) = 0)

1

x− 2
− 4 = 0→ 1

x− 2
= 4→ 1 = 4(x− 2)→

→ 1

4
= x− 2→ 1

4
+ 2 = x→ 9

4
= x

Cer f =

{
9

4

}
Intersección con el eje y (x = 0)

f(0) =
1

0− 2
− 4↔ f(0) =

−1

2
− 4↔ f(0) =

−9

2

(
0;−9

2

)
Ahora, observando el gráfico de referencia y tomando como gúıa las aśıntotas y las

intersecciones con los ejes, trazamos el gráfico

Por simple inspección del gráfico podemos deter-
minar algunos conjuntos de interés, tales como los
de positividad y negatividad y conjunto imagen.

Pos f =

(
2;

9

4

)
Neg f = (−∞; 2) ∪

(
9

4
; +∞

)
Im f = R− {−4}

Ejemplo 2 :

Graficar la función f(x) = 2− 1
x+1

determinando previamente su dominio y hallar los
conjuntos imagen, de positividad y de negatividad.

Resolución :

f(x) = 2− 1

x+ 1
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Determinemos el dominio de la función. Este conjunto estará integrado por aquellos va-
lores de x que no anulen el denominador, es decir, los que verifiquen x+ 1 6= 0

x+ 1 6= 0↔ x 6= −1

Dom f : R− {−1}

A partir de los valores de los parámetros, podemos obtener las ecuaciones de las aśınto-
tas

f(x) = 2− 1

x+ 1


a = −1
x0 = −1 x = −1 A.V
y0 = 2 y = 2 A.H

Ubicamos las aśıntotas:

Buscamos las intersecciones con los ejes coorde-
nados:

Intersección con el eje x (f(x) = 0)

2− 1

x+ 1
= 0→ 1

x+ 1
= 2→ 1 = 2(x+ 1)→

→ 1

2
= x+ 1→ 1

2
− 1 = x→ −1

2
= x

Cer f =

{
−1

2

}
Intersección con el eje y (x = 0)

f(0) = 2− 1

0 + 1
→ f(0) = 2− 1→ f(0) = 1

(0; 1)

Ahora, observando el gráfico de referencia y tomando como gúıa las aśıntotas y las
intersecciones con los ejes, trazamos el gráfico

Por simple inspección del gráfico podemos determinar al-
gunos conjuntos de interés, tales como los de positividad y
negatividad y conjunto imagen.

Pos f = (−∞;−1) ∪
(
−1

2
; +∞

)
Neg f =

(
−1;−1

2

)
Im f = R− {2}
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Funciones Racionales

Las funciones racionales responden a la expresión

f : D ⊆ R→ R/f(x) =
P (x)

Q(x)

Donde P (x) y Q(x) son polinomios y el dominio de la función, D, es un conjunto tal
que Q(x) no se anula en él; esto es,

D = {x ∈ R/Q(x) 6= 0}

Antes de graficar esta función, y en caso que sea posible, se debe simplificar su expre-
sión. Para ello es necesario factorizar ambos polinomios: numerador y denominador. Es
importante recalcar que, al simplificar la función el dominio de la misma no cambia.

Ejemplo 1 :

Dada f(x) = x2−9
x−3

a) Graficar, determinando previamente el dominio y el conjunto de ceros de f .

b) Determinar los conjuntos de positividad, negatividad e imagen de dicha función.

Resolución :

Determinemos el dominio de la función. En este caso el denominador se anula para
x = 3, por lo tanto Dom f = R− {3}.

Hallemos ahora el conjunto de ceros de f . Es importante en este punto recordar que
los ceros de f son los valores de x que anulan el numerador y pertenecen al
dominio de la función, es decir que no anulan, al mismo tiempo, numerador
y denominador.

x2 − 9

x− 3
= 0↔ x2 − 9 = 0↔ x2 = 9↔

{
x = 3 /∈ Dom f
x = −3

En este caso x = 3 no está en el dominio de f , por ese motivo dicho valor es excluido
del conjunto de ceros, en consecuencia Cer f = {−3}.

Intentemos ahora simplificar la función:

f(x) =
x2 − 9

x− 3
=

(x− 3)(x+ 3)

x− 3
Si x 6= 3, entonces

f(x) = x+ 3

Por lo expuesto, la función queda definida como

f : R− {3} → R/f(x) = x+ 3

El gráfico será, entonces, aquel de la función g(x) = x + 3, pero con un “agujero” en
x = 3 que evidencie que en dicho punto la función no está definida.
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Por simple inspección del gráfico podemos determinar algunos conjuntos
de interés, tales como los de positividad y negatividad y conjunto imagen.

Pos f = (−3; 3) ∪ (3; +∞)

Neg f = (−∞;−3)

Im f = R− {6}

Ejemplo 2 :

Dada f(x) = x3−8
x−2

a) Graficar, determinando previamente el dominio y el conjunto de ceros de f .

b) Determinar los conjuntos de positividad, negatividad e imagen de dicha función.

Resolución :

Resolvámoslo de forma análoga al ejemplo anterior. Determinemos el dominio de la
función. En este caso el denominador se anula para x = 2, por lo tanto Dom f = R−{2}.

Hallemos ahora el conjunto de ceros de f . Para esto debemos factorizar el numerador
y aśı llegar a una expresión más simple de f

x3 − 8 = 0↔ x = 2

En este caso x = 2 no está en el dominio de f , por ese motivo dicho valor no puede ser
inclúıdo en el conjunto de ceros.

Aplicamos Ruffini:

f(x) =
x3 − 8

x− 2
=

(x− 2)(x2 + 2x+ 4)

x− 2

Si x 6= 2 , entonces

f(x) = x2 + 2x+ 4

Es fácil ver que la ecuación x2 + 2x+ 4 = 0 no tiene solución en los
reales, de manera que la función f no tiene ceros.

f : R− {2} → R/f(x) = x2 + 2x+ 4

El gráfico será, entonces, aquel de la función g(x) = x2 + 2x + 4,
pero con un “agujero” en el punto (2, 12) que evidencie que en dicho
punto la función no está definida.

Recordando la sección de función cuadrática es posible graficar la
función f , teniendo en cuenta concavidad, posición del vértice, eje de
simetŕıa e intersección con los ejes.
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Composición de funciones

Dadas dos funciones g : A→ B y f : C → D, donde B ⊆ C, la composición de f con g:
f ◦g (también se nota f(g(x))) es la función que le asigna a cada x, el resultado de aplicar
f a g(x). Para que esta secuencia pueda realizarse, es necesario que g esté definida en x
y que f esté definida en g(x). Dicho de otra forma, la imagen de g debe estar incluida en
el dominio de f . Esto puede verse esquemáticamente en la figura de abajo.

En este diagrama se puede ver que el dominio de la función (f ◦ g)(x) es el conjunto
formado por los elementos a1 y a2.

Determinar el dominio de una función compuesta no es tan simple como intersecar
conjuntos, hay que tener en cuenta la naturaleza de ambas funciones y calcular los valores
de x para los cuales g(x) satisface las condiciones impuestas por el dominio de f . Veamos
esto con algunos ejemplos.

Ejemplo 1:

Si f(x) = x2 y g(x) = x− 3, encuentre las composiciones (f ◦ g)(x) y (g ◦ f)(x).

Resolución:

En este caso, los dominios naturales de ambas funciones son los reales, de modo que
no tendremos que restringir los dominios.

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x− 3) = (x− 3)2

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(x2) = x2 − 3

En el ejemplo de arriba puede notarse que, en general, la composición no es conmutativa.
Esto es, si se cambia el orden en que se hace la operación, cambia el resultado.

Ejemplo 2:

Hallar la composición de las funciones f(x) = x
x+2

y g(x) =
√
x, realizando restricciones

a los dominios en caso de ser necesario.
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Resolución:

Antes de efectuar las composiciones analicemos dominio natural e imagen de cada
función:

f : R− {−2} → R− {1}, mientras que g : [0; +∞)→ [0; +∞).

De esta forma vemos que no es necesario realizar restricciones para la composición f ◦g,
ya que la imagen de g está contenida en el dominio de f . La composición resulta

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(
√
x) =

√
x√

x+ 2

Observemos que el dominio de la función compuesta coincide con el de g.

Para hallar la función g ◦ f , en cambio, será necesario restringir el dominio de f , dado
que la imagen de f no está contenida en el dominio de g, es decir R − {1} * [0; +∞).
Debemos entonces redefinir el dominio de f de manera que su imagen coincida con el
dominio de g. En este caso, esto seŕıa tomar el conjunto de positividad y el cero de f , o
sea, Domf = (−∞;−2) ∪ [0; +∞)

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(
x

x+ 2
) =

√
x

x+ 2

El dominio de la función compuesta es Dom (g ◦ f)(x) = (−∞;−2) ∪ [0; +∞).

Veamos con un ejemplo porqué es necesaria esta restricción. Supongamos que queremos
calcular la composición evaluada en x = −1. El procedimiento seŕıa el siguiente:

Primero f(−1) luego g(f(−1))

Es fácil ver que f(−1) = −1, pero entonces g(f(−1)) = g(−1) =
√
−1, que obviamente,

no está definido en los reales.

Mirando el diagrama de arriba seŕıa como la relación entre a3 y c3, están bien definidas
a través de f , pero c3 no pertenece al conjunto dominio de g.

Funciones Trascendentes

Introducción

Las funciones trascendentes son funciones anaĺıticas que no pueden ser expresadas
en términos de una secuencia finita de operaciones algebraicas (suma, resta, división
y multiplicación), sino que para definirlas es necesario una cantidad infinita de estas
operaciones. Esto se verá más adelante cuando se vea el tema de series de potencias.
Estudiaremos tres familias de funciones trascendentes: las exponenciales, las logaŕıtmicas
y las trigonométricas.
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Función exponencial en base a

Definición: Se define la función exponencial en base a ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) a la función
f(x) = expa(x) con x ∈ R, que verifica las siguientes propiedades:

1. expa(0) = 1

2. expa(1) = a

3. expa(x+ y) = expa(x).expa(y)

Al tratarse de una función trascendente no podemos recurrir (en general) a lo que ya
conocemos de operaciones algebraicas para evaluar esta función, pero śı podemos hacerlo
en ciertos casos particulares, es decir para ciertos valores de x. Para hacer esto observemos
que la propiedad 3 tiene interesantes consecuencias, entre ellas que se verifica:

expa(q) = aq cuando q ∈ Q

Demostremos esa igualdad utilizando la propiedad expa(x + y) = expa(x).expa(y).
Tomando x = b y y = −b resulta:

expa(b).expa(−b) = expa(0) = 1⇒ expa(−b) =
1

expa(b)
∀b ∈ R

Evaluando en la propiedad 3 en x = b, y = b, y luego en y = 2b, y aśı hasta y = (n−1)b
con n ∈ N obtenemos:

y = b⇒ expa(2b) = (expa(b))
2

y = 2b⇒ expa(3b) = (expa(b))
3

.

.

.

y = (n− 1)b⇒ expa(nb) = (expa(b))
n [4]

Luego tomando b = 1 obtenemos expa(n) = (expa(1))n = an

Si ahora tomamos b = 1
n

en [4] se obtiene expa(1) = (expa(
1
n
))n ⇒ a = (expa(

1
n
))n

es decir que expa(
1
n
) = a

1
n .

Y finalmente tomando b = 1
m

con m ∈ N en [4]:

expa(
n
m

) = (expa(
1
m

))n = (a
1
m )n
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Con esto hemos mostrado que expa(
n
m

) = a
n
m con q = n

m
∈ Q>0 ⇒ expa(q) = aq.

Como además vimos que vale

expa(−q) = 1
expa(q)

= 1
aq

= a−q con −q ∈ Q<0

entonces vale para cualquier q ∈ Q.

Significa entonces que la función exponencial coincide con la función potenciación y
radicación cuando la evaluamos en números racionales. Por esto, de ahora en más, utili-
zaremos la misma notación de potencia para la función exponencial f(x) = expa(x) = ax

aunque x no sea un número racional, sino para todo x ∈ R, es decir en el dominio de las
funciones exponenciales, que es R.

Propiedades

También se puede demostrar que cualquiera sea la base a ∈ (0, 1)∪(1,+∞) las funciones
exponenciales son monótonas crecientes (a > 1) o son monótonas decrecientes si 0 < a <
1, con lo cual el gráfico será una curva ascendente de izquierda a derecha para a > 1 o
una curva descendente para 0 < a < 1.

Además ax > 0 ∀x ∈ R y entonces esa curva quedará dibujada por encima del eje
horizontal.

Otra caracteŕıstica útil para graficar estas funciones es que si tomamos valores cada
vez más negativos para x, las imágenes de la función se van acercando a 0 cuando a > 1.
Para ver esta tendencia evaluemos la función exponencial con base a = 2, f(x) = 2x en
números enteros negativos:

f(−1) = 2−1 = 1
2

= 0,5

f(−2) = 2−2 = 1
4

= 0,25

f(−3) = 2−3 = 1
8

= 0,125

f(−10) = 2−10 = 1
1024

= 0,0009765625

Los valores de la función se van acercando a 0 pero nunca llegan a ser iguales a 0. En
el gráfico esta propiedad se ve reflejada en la tendencia de la curva, que se va pareciendo
cada vez más a la recta horizontal a medida que nos alejamos hacia la izquierda. En el
caso que la base sea 0 < a < 1 esto mismo ocurre pero alejándonos hacia la derecha en el
eje horizontal, como se ve reflejado en los gráficos que vienen a continuación. Esta idea
será estudiada de manera formal en el tema de ĺımites de funciones.
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Resumiendo

Las funciones exponenciales se escriben f(x) = ax, con a ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞)

El dominio es el conjunto R

ax > 0 ,∀x ∈ R

Si a > 1 son funciones crecientes.

Si 0 < a < 1 son funciones decrecientes.

ax+y = ax.ay y ax−y = ax

ay

Gráficos

Con las caracteŕısticas descriptas anteriormente podemos mostrar como son los gráficos
de las funciones exponenciales para distintas bases a. Mostramos primero ejemplos con
bases a > 1 para a = 2, a = 3 y una base particular que llamaremos e sobre la que
escribiremos mas en detalle. Por ahora solo adelantar que e es un número irracional y
2 < e < 3. Los gráficos son:

Y si las bases están entre 0 y 1 obtenemos:
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UBA XXI Análisis Matemático A (Para Ingenieria y Ciencias Exactas y Naturales)

En todos los casos observamos que la imagen de todas ellas es el conjunto Im =
(0,+∞).

De ahora en más cuando mencionemos a la función exponencial, nos estaremos refirien-
do por defecto a la que tiene base a = e, de lo contrario tendremos que aclarar cual es la
base.

Como mencionamos anteriormente la función exponencial tiene algunas caracteŕısticas
propias de esta base tan particular. El número e se obtiene como el ĺımite de una sucesión
que se estudiará más adelante. El valor aproximado es e ≈ 2,71, sin embargo, recordemos
que es un número irracional. Como tarea les dejamos la imagen de abajo, ¡para que
memorizen los decimales que ah́ı se muestran!

Aproximación del número e, con varios decimales

Otra propiedad notable es que cuando se extiende el dominio de la función a los números
complejos, la función exponencial ex, es igual a las funciones trigonométricas, seno y
coseno, como partes reales e imaginarias.
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Crecimiento exponencial

Habrán escuchado a muchas personas que hablan de cre-
cimiento exponencial, y la idea subyacente en la frase es que
ese crecimiento es muy rápido. Se habló mucho de esto en
la época de la pandemia del año 2020, ya que las funciones
exponenciales modelizan la cantidad de contagios de cierto
tipo de virus y también el crecimiento de poblaciones de cier-
to tipo de individuos. En aquella época de pandemia todos
los periodistas informaban de un ı́ndice r, que cuanto mayor

era, más rápido era el contagio, pero si ese coeficiente era menor que 1, no deb́ıamos
preocuparnos. Ese ı́ndice básicamente es la base de una función exponencial que modela
la cantidad de contagios en función del tiempo.

Incluso en ciertas operaciones financieras, como lo son los plazos fijos con intereses
compuestos continuamente, también es la función exponencial la que nos dice cuanto
dinero obtendremos de ganancia.

Ahora bien, en lenguaje coloquial nos permitimos decir que
una cantidad determinada crece rápido, pero para pensar y
hablar correctamente tenemos que comparar con algún otro
tipo de crecimiento. Por ejemplo, si decimos que la tasa de
crecimiento de una colonia de conejos, con dos conejos ini-
cialmente, es rápida, es porque la estamos comparando con
la de una colonia de bovinos por ejemplo, con una vaca y un
toro inicialmente, ya que los bovinos tienen menos cŕıas y los

fetos tardan más en nacer, comparado con el mismo tiempo para la colonia de conejos.

En matemática esta comparación la hacemos con el cociente de dos funciones. Entonces,
a modo de ejemplo, cualquier función exponencial crece mucho más rápido que cualquier
función polinómica, sin importar cual sea su grado.

Para tener una imagen concreta de este crecimiento desmesurado, esto es en palabras
de lo que diŕıa f(x) = x2, un poco enojada, imaǵınense que en el eje horizontal marcan
intervalos de 10 cent́ımetros, y toman 22 de estos intervalos. Llegaŕıan a una distancia de
2.2 metros horizontalmente. Pues bien, la altura del gráfico de f(x) = x2 para esa distan-
cia estaŕıa en unos 48 metros, usando la misma escala para ambos ejes. Pero totalmente
indignada nuestra cuadrática observa a ex muy lejos, ¡tan lejos que la tiene que obser-
var con un telescopio! La función ex se encuentra más lejos que la luna, a unos 358491
kilómetros. Esta comparación śı nos permite hablar de crecimiento exponencial.
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Comparación entre el crecimiento de x2 y ex

Gráficos de funciones exponenciales compuestas con funciones lineales. Corri-
mientos.

Cuando se componen las funciones exponenciales con lineales, no cambian las propie-
dades fundamentales de la función. Si por ejemplo tenemos las funciones h(x) = mx+ b,
g(x) = ax + c, r(x) = ex y componemos f = g ◦ (r ◦ h), es decir f(x) = aemx+b + c
podemos ver distintos comportamientos de acuerdo los valores de a, m ,b y c.

El parámetro c produce un corrimiento vertical del gráfico de la función. Para notar el
corrimiento horizontal observemos que mx+ b = m(x+ b

m
) y entonces si b

m
> 0 el gráfico

se desplaza hacia la izquierda, y si b
m
< 0 se desplaza hacia la derecha.

De acuerdo a los valores de a y m la función crecerá o decrecerá más rápidamente, pero
cualitativamente no modifica el gráfico. Sin embargo śı hay que estar atentos/as al signo
de estos parámetros, porque modifican el comportamiento asintótico. Lo resumimos en
los siguientes gráficos:
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Ahora si componemos las funciones exponenciales con otro tipo de funciones que no
sean lineales, cambian las propiedades de la función compuesta. A modo de ejemplo se
muestran los gráficos que resultan de componer una función exponencial con una función
cuadrática y con una función homográfica.
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Este tipo de funciones las estudiaremos en detalle cuando definamos el concepto de
derivada, que nos permitirá analizar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento,
como aśı también los extremos de una función.

Problema para pensar

Se tiene inicialmente una colonia de conejos con P0 individuos. Luego de 2 meses se
hace un relevamiento y se observa que hay 20 conejos. Al cabo de 1 año se miden
140 conejos. Suponiendo que el crecimiento de la colonia es exponencial, calcule
la población inicial de conejos P0 y obtenga la función f(t) = P0.a

t
mes que da la

cantidad de conejos en función del tiempo medido en meses, y calcule la población
luego de dos años. ¿Cuál es la tasa de crecimiento mensual?

Ahora bien, se nos puede plantear el siguiente problema: dada la función f(x) = e3x,
queremos encontrar x tal que f(x) = 8, es decir e3x = 8. En este caso el despeje no es
el habitual que se hace cuando hay operaciones algebraicas como suma o resta, donde es
evidente como despejar. Esto nos da una motivación para definir a la función inversa de
las exponenciales.

Función inversa de una exponencial en base a: Función

Logaŕıtmica

Del gráfico de una función exponencial en base a, se observa que la función f(x) = ax,
f : R→ (0,+∞) es una función biyectiva y por lo tanto existe su función inversa.
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UBA XXI Análisis Matemático A (Para Ingenieria y Ciencias Exactas y Naturales)

De las propiedades de las funciones inversas, obtenemos que el dominio de f−1 es
dom(f−1) = (0,+∞) y que la imagen de f−1 es Im(f−1) = R.

Usando la simetŕıa existente entre los gráficos de f y f−1 se obtiene el gráfico de la
inversa de una función exponencial en base a.

Gráficos de f y f−1

A esta función inversa se le da el nombre de función logaŕıtmica en base a, y resulta
ser otra función trascendente, y se escribe: f−1(x) = loga(x).

En el caso que la base sea a = e, es decir la función inversa de ex decimos que es el
logaritmo natural y se escribe ln(x). Cuando la base es a = 10 se lo llama logaritmo deci-
mal log(x), y en cualquier otro caso hay que escribir como sub́ındice la base. Recordemos
que las bases posibles son a ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞).

Como se observa en el gráfico, la función loga(x) toma valores cada vez más negativos,
cuando los valores de x se acercan a 0. Es una función creciente cuando la base es a > 1
y decreciente si 0 < a < 1. Claro que este crecimiento es mucho menor que el de una
función exponencial, es más, el crecimiento de una función logaŕıtmica es menor que el
de una función lineal.

Propiedades

Una de las propiedades de la función f y su inversa f−1(x) es que f ◦ f−1(x) = f−1 ◦
f(x) = x. Es decir que para el caso que estamos estudiando, esta propiedad se escribe
como:
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aloga(x) = loga(a
x) = x

Y esta propiedad es la que nos permite despejar en una ecuación que incluya funciones
exponenciales o logaŕıtmicas:

loga(x) = y ⇐⇒ aloga(x) = ay. Es decir, loga(x) = y ⇐⇒ ay = x.

En algunos casos es posible calcular mentalmente los valores para una función logaŕıtmi-
ca, por ejemplo, si la función es f(x) = log2(x) entonces f(8) = 3 ya que 23 = 8. ¿Cuánto
vale f(2), f(1) y f(1/2)?

Claro que en general no lo vamos a poder hacer mental-
mente, como log2(5) o ln(6). Antiguamente exist́ıan tablas
con los valores de ciertos logaritmos, hoy en d́ıa hay progra-
mas y calculadoras.

Entonces, cuando necesitemos calcular algún valor apro-
ximado de una exponencial o de un logaritmo, podemos re-
currir a una calculadora. Usualmente las calculadoras incor-
poran dos bases, 10 y e, y se acceden a estas funciones a
través de las teclas, log(x) y ln(x), y para las exponencia-
les se accede presionando primero la tecla shift y luego las
mencionadas antes. De ser necesario calcular un logaritmo
en otra base, se puede utilizar la expresión para el cambio
de base que mencionamos en el recuadro ”Más propiedades”.
De todas formas no será necesario en el curso aproximar un

valor, sino que los resultados los dejaremos escritos en función de e, por ejemplo, si la
respuesta a algún ejercicio es 3e+ 1, queda escrito de esa forma.

Más propiedades

loga(x.y) = logax+ logay con x > 0, y > 0

loga
x
y

= logax− logay con x > 0, y > 0

logax
r = r.logax con x > 0

logax = logcx
logca

con x > 0
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Notemos en estos gráficos de funciones logaŕıtmicas, correspondientes a las bases 2, e
y 10, que todos cortan al eje horizontal en x = 1, es decir f(1) = 0. Además se observa
que todas las funciones graficadas cumplen que f(x) > 0 para x ∈ (1,+∞) y f(x) < 0
para x ∈ (0, 1), siendo estos intervalos los de positividad y negatividad respectivamente.

Funciones logaŕıtmicas compuestas con otras funciones

A modo de ejemplo analicemos a la función f(x) = ln(x2−4). Para hallar el dominio de
esta función debemos recordar la restricción de las funciones logaŕıtmicas: el argumento
debe ser un número positivo, y por lo tanto x2 − 4 > 0 y resolviendo esta inecuación se
obtiene que Dominio(f) = (−∞,−2) ∪ (2,+∞). El gráfico resulta:

Gráfico de f(x) = ln(x2 − 4)
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Calular el dominio de las siguiente funciones

f(x) = ln(6x+ 3) + 2

g(x) = 2− ln( x
x−1)

h(x) = ln(x2 + 1)

Cálculo de funciones inversas

Dada la función f(x) = 4−e2x+6, calcular la función inversa f−1(x) y dar su dominio
e imagen.

Como se vió anteriormente, para calcular la función inversa se plantea f(x) = y
y se despeja x en función de y: 4 − e2x+6 = y ⇒ e2x+6 = −y + 4 ⇒ ln e2x+6 =
ln(−y+ 4)⇒ 2x+ 6 = ln(−y+ 4)⇒ x = 1

2
ln(−y+ 4)− 3. Es decir que se obtiene:

f−1(x) = 1
2

ln(−x+ 4)− 3.

El dominio de esta función es tal que debe verificarse −x + 4 > 0, entonces
Dominio(f−1) = (−∞, 4). Para obtener la imagen usamos que Imagen(f−1) =
Dominio(f) = R.

Calcular la función inversa de f(x) = 2
ln(x+3)−4 y dar su dominio e imagen.

2
ln(x+3)−4 = y ⇒ y(ln(x+ 3)− 4) = 2⇒ ln(x+ 3) = 2

y
+ 4⇒ eln(x+3) = e

2
y
+4

Es decir que :

⇒ f−1(x) = e
2
x
+4 − 3

El dominio de f−1 es R− {0} y su imagen es (−3, e4 − 3) ∪ (e4 − 3,+∞).
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Funciones trigonométricas

Es conocido que el origen de la trigonometŕıa se remonta a hace más de 20 siglos,
cuando los griegos necesitaron métodos precisos para construir triángulos rectángulos.
En la actualidad, la rama de la matemática que se ocupa de estos temas es el análisis
armónico.

Las funciones trigonométricas nos permiten modelar fenómenos “periódicos” tales como
las mareas, las olas del mar, los latidos del corazón, el movimiento de una cuerda de
guitarra, las ondas electromagnéticas entre las cuales está la luz, etc.

El desarrollo de esta disciplina permite que ciencia y tecnoloǵıa se conjuguen para desa-
rrollar instrumentos tales como la radio, la televisión, el radar, el microscopio electrónico
y los más modernos instrumentos de diagnóstico por imágenes.

Definiciones

En este apartado recordaremos algunas definiciones trigo-
nométricas para triángulos rectángulos, es decir, donde los
ángulos de interés son agudos.

sin θ =
op

hip
csc θ =

hip

op

cos θ =
ady

hip
sec θ =

hip

ady

tan θ =
op

ady
cot θ =

ady

op

A partir de estas relaciones y el teorema de pitágoras pue-
de deducirse la identidad pitagórica, que usaremos repetida-

mente durante este caṕıtulo.

ady2 + op2 = hip2

sin θ =
op

hip
→ op = hip. sin θ

cos θ =
ady

hip
→ ady = hip. cos θ

Se deduce
cos2θ + sin2 θ = 1
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Además del sistema sexagesimal, existe otro sistema para
medir ángulos. Aprovechando la relación entre la longitud de
arco y el radio de una circunferencia para un ángulo dado,
se puede establecer la medida del arco subtendido por ese
ángulo; en este caso se dice que el ángulo se mide en radia-
nes. Recordemos que la longitud de una circunferencia de
radio r es S = 2πr, entonces, observando la figura donde se
muestra un arco de circunferencia de longitud s y radio r que
subtiende un ángulo θ y teniendo en cuenta que la longitud

de arco es proporcional al ángulo subtendido, se obtiene:

θ

2π
=
s

S
=

s

2πr
→ s = rθ

Es importante recordar que esta relación es válida únicamente cuando el ángulo θ se mide
en radianes.

Es posible entonces, establecer una correspondencia entre ambas formas de medir ángu-
los en una circunferencia, en la tabla de abajo se muestran algunos ejemplos de interés.

La posición estándar de un ángulo se representa poniendo
el vértice en el origen de un sistema de coordenadas y re-
corriéndolo en sentido antihorario desde el semieje positivo
de las abscisas. En la primera figura puede verse, a modo de

ejemplo, el ángulo θ = 3
4
π.

Si se recorriese en el sentido horario, entonces el ángulo se considerará negativo. Esto
se ve en la segunda figura, donde θ = 3

4
π − 2π, es decir, θ = −5

4
π.

También es posible llegar al mismo punto (x, y) del plano dando una cantidad entera
de vueltas (tanto en sentido antihorario como horario) a partir de un ángulo dado. En
la tercera figura se ve el ángulo que se obtiene al dar una vuelta completa a partir de la
posición inicial, o sea, θ = 3

4
π + 2π = 11

4
π.

Como dijimos anteriormente, la definición para las relacio-
nes trigonométricas en triángulos rectángulos no aplica para
ángulos obtusos o negativos, de modo que para generalizar θ
conviene definir la circunferencia trigonométrica . Esta
es una circunferencia centrada en el origen de coordenadas y
de radio r = 1, es decir que satisface la ecuación x2 + y2 = 1.
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El punto (1; 0) pertenece a la circunferencia, de modo que, si a partir de este pun-
to comenzamos a recorrer la circunferencia en sentido antihorario, al ubicarnos en un
punto (x; y) éste tiene componentes (cos θ ; sin θ) donde θ indica la longitud de arco de
circunferencia recorrida.

A continuación se detalla una tabla con los valores más representativos de las funciones
trigonométricas para distintos ángulos del primer cuadrante.

Veamos ahora los signos del seno y el coseno para ángulos en los distintos cuadrantes:

En la figura pueden observarse los signos de las distintas
relaciones trigonométricas en cada uno de los cuatro cua-
drantes:

sin θ toma valores positivos en el 1er y 2do cuadrantes.

cos θ toma valores positivos en el 1er y 4to cuadrantes.

También es posible definir un ángulo equivalente a otro dado en el primer cuadrante
de la siguiente manera:

θII = π − θ′ θIII = π + θ′ θIV = 2π − θ′

A partir de la circunferencia trigonométrica y las definiciones vistas arriba, podemos
definir las funciones trigonométricas como aquellas que le asignan a cada número real x,
las razones trigonométricas del ángulo x, medido en radianes.

Definición :

Una función f : R→ R se dice Periódica y su peŕıodo se indica con T si satisface

f(x+ T ) = f(x) ∀x ∈ R

Observación :

De acá puede verse el carácter periódico de estas funciones, dado que:

(cos θ ; sin θ) = (cos θ + 2kπ ; sin θ + 2kπ)

con k ∈ Z.
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Función seno

Para graficar esta función utilizaremos la circunferencia trigonométrica y las definicio-
nes de arriba.

Para cada x ∈ R, la ordenada del punto del gráfico (x, sin(x)), se obtiene mirando la
ordenada del punto P de la circunferencia. Esto puede hacerse con alguna precisión para
los múltiplos enteros o fracciones de π.

En la siguiente gráfica se resume esta información para la función f = sin(x) con
f : R→ R.

Algunas caracteŕısticas que se deducen del gráfico son:

La imagen es el intervalo [−1; 1], ya que para todo x el punto P (x) pertenece
a la circunferencia trigonométrica (que tiene radio igual a uno), por lo tanto
su ordenada verifica −1 ≤ sin(x) ≤ 1.

Es una función periódica de peŕıodo T = 2π. Esto nos permite analizar un
intervalo, digamos el [0; 2π), y extender las conclusiones a todo el dominio
natural de la función.

El valor máximo de la función es y = 1 y se alcanza en x = π
2

+ 2kπ, con
k ∈ Z.

El valor mı́nimo de la función es y = −1 y se alcanza en x = 3π
2

+ 2kπ, con
k ∈ Z.

Los ceros de la función están en x = 0+2kπ, con k ∈ Z y en x = π+2kπ, con
k ∈ Z. De forma más sintética pueden escribirse como x = kπ, con k ∈ Z.

Los intervalos de crecimiento, que van de un mı́nimo al máximo más próximo,
tienen la forma (−π

2
+ 2kπ; π

2
+ 2kπ), con k ∈ Z.

Los intervalos de decrecimiento, que van de un máximo al mı́nimo más próxi-
mo, tienen la forma (π

2
+ 2kπ; 3π

2
+ 2kπ), con k ∈ Z.

Es positiva en la unión de los intervalos (2kπ; (2k + 1)π), con k ∈ Z.

Es negativa en la unión de los intervalos ((2k − 1)π; 2kπ), con k ∈ Z.
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Función coseno

De la misma forma que hiciésemos para analizar el gráfico de la función seno, para esta
función también utilizaremos la circunferencia trigonométrica y las definiciones de arriba.
Para cada x ∈ R, la ordenada del punto del gráfico (x, cos(x)), se obtiene mirando la
abscisa del punto P de la circunferencia.

A continuación se muestra un gráfico en el que se resume esta información para la
función f = cos(x) con f : R→ R.

Algunas caracteŕısticas que se deducen del gráfico son:

La imagen es el intervalo [−1; 1], ya que para todo x el punto P (x) pertenece
a la circunferencia trigonométrica (que tiene radio igual a uno), por lo tanto
su abscisa verifica −1 ≤ cos(x) ≤ 1.

Es una función periódica de peŕıodo T = 2π. Esto nos permite analizar un
intervalo, digamos el [0; 2π), y extender las conclusiones a todo el dominio
natural de la función.

Es fácil ver a partir de ambos gráficos que el gráfico del coseno está corrido en
π
2

unidades hacia la izquierda del gráfico del seno, es decir cos(x) = sin(x+ π
2
).

Este resultado será útil para describir las caracteŕısticas del coseno a partir
de las descritas arriba para la función seno.

El valor máximo de la función es y = 1 y se alcanza en x = 2kπ, con k ∈ Z.

El valor mı́nimo de la función es y = −1 y se alcanza en x = (2k + 1)π, con
k ∈ Z.

Los ceros de la función están en x = π
2

+ 2kπ, con k ∈ Z.

Los intervalos de crecimiento, que van de un mı́nimo al máximo más próximo,
tienen la forma ((2k − 1)π; 2kπ), con k ∈ Z.

Los intervalos de decrecimiento, que van de un máximo al mı́nimo más próxi-
mo, tienen la forma ((2k)π; (2k + 1)π), con k ∈ Z.

Es positiva en la unión de los intervalos (2kπ − π
2
; (2k + 1)π − π

2
), con k ∈ Z.

Es negativa en la unión de los intervalos ((2k− 1)π− π
2
; 2kπ− π

2
), con k ∈ Z.
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UBA XXI Análisis Matemático A (Para Ingenieria y Ciencias Exactas y Naturales)

Ecuaciones trigonométricas

Veamos, a partir de algunos ejemplos, cómo hallar las soluciones de distintas ecuaciones
trigonométricas.

Ejemplo 1 :

Hallar todos los valores de x ∈ R para los cuales se verifica sin(x) = 1
2

Resolución :

Una solución la encontramos en la tabla: x = π
6

Hay otra solución en el segundo cuadrante (ver gráfico con signos según cuadrantes):
x = π − π

6
= 5

6
π

Por lo tanto, la forma general de todas las soluciones en los reales se escribe como

S = {xI =
π

6
+ 2kπ ; xII =

5

6
π + 2kπ , k ∈ Z}

Ejemplo 2 :

Hallar todos los valores de x ∈ R para los cuales se verifica cos(x) = −1
2

Resolución :

Mirando la tabla encontramos que, en el primer cuadrante: x = π
3

Necesitamos las soluciones negativas, esto es, en el tercer y cuarto cuadrantes (ver gráfi-
co con signos según cuadrantes): xII = π− π

3
= 2

3
π y xIII = π+ π

3
= 4

3
π, respectivamente.

Por lo tanto, la forma general de todas las soluciones en los reales se escribe como

S = {xII =
2

3
π + 2kπ ; xIII =

4

3
π + 2kπ , k ∈ Z}

Ejemplo 3 :

Hallar todos los valores de x ∈ R para los cuales se verifica la ecuación

2 sin(3x+
π

4
) =
√

2

Resolución :

Usemos la sustitución 3x+ π
4
→ θ. De esta forma, la ecuación que tenemos que resolver

es

2 sin(θ) =
√

2→ sin(θ) =

√
2

2

La solución para el ángulo agudo es (mirando la tabla), es θI = π
4
. Además, el seno

también es positivo en el segundo cuadrante, donde θII = π − π
4

= 3
4
π.

Ahora volvemos a la variable original y despejamos las soluciones asociadas a cada
cuadrante.

Por lo tanto, la forma general de todas las soluciones en los reales se escribe como

S = {xI =
2

3
kπ ; xII =

π

6
+

2

3
kπ , k ∈ Z}
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Inversas de las funciones seno y coseno

Como se vio en la primera parte de funciones, el gráfico de la inversa se obtiene tomando
el simétrico con respecto a la recta y = x; de modo que las funciones deben ser biyectivas
en todo su dominio.

La función f(x) = sin(x), con f : R→ [−1; 1] no es biyectiva y, por lo tanto, no admite
inversa en ese dominio. De modo que, si se quiere definir una inversa para esta función,
tendremos que restringir su dominio. Esto se logra eligiendo cualquier intervalo donde el
gráfico de la función sea monótona (creciente o decreciente).

Una posibilidad seŕıa elegir el intervalo [−π
2

; π
2
], donde la

función es creciente y toma todos los valores entre y = −1 y
y = 1.

De esta manera, f(x) = sin(x), con f : [−π
2

; π
2
] → [−1; 1],

es una función biyectiva.

Su inversa se dice arco seno y se nota: f(x) = arcsin(x),
con f : [−1; 1]→ [−π

2
; π
2
]

Esta función verifica:

arcsin(x) = y ↔ sin(y) = x

Análogamente, en el intervalo [0;π], el coseno es decrecien-
te y toma todos los valores entre y = −1 y y = 1.

Aśı, la función f(x) = cos(x), con f : [0; π] → [−1; 1]
admite inversa.

Su inversa se dice arco coseno y se nota f(x) = arc cos(x),
con f : [−1; 1]→ [0; π]

Esta función verifica:

arc cos(x) = y ↔ cos(y) = x

Corrimientos y cambios de escala

Efectuando distintas composiciones pueden obtenerse funciones cuyos gráficos se aseme-
jan a los ya estudiados pero con ciertos corrimientos. Estudiemos qué cambios se producen
en el gráfico de la función f = sin(x) con f : R → [−1; 1], al componerla con funciones
lineales (idénticas conclusiones valen para la función coseno).
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Sean g(x) = x + c con g : R → R y h(x) = (f ◦ g)(x), entonces h(x) = sin(x + c).
Esta composición produce una traslación del gráfico de f , hacia la izquierda si c > 0
y hacia la derecha si c < 0. Esta transformación conserva el peŕıodo y la imagen de
f .

Si h(x) = (g ◦ f)(x), entonces h(x) = sin(x) + c. En este caso el gráfico de f se
corre hacia arriba si c > 0 y hacia la abajo si c < 0. Esta transformación conserva
el peŕıodo de f pero Imh = [c− 1; c+ 1].

Si ahora g(x) = ax con g : R→ R y h(x) = (f ◦ g)(x), entonces h(x) = sin(ax).

Si |a| > 1, la composición provoca una “compresión” horizontal del gráfico.

Si 0 < |a| < 1, el gráfico se “dilata” horizontalmente.

Si a < 0, además de dilatarse o comprimirse, el gráfico del seno se invierte con
respecto al eje de las ordenadas (por ser una función impar), mientras que el del
coseno no se altera (ya que es una función par).

Esta composición mantiene la imagen, pero el peŕıodo se transforma en T = 2π
|a| .

Abajo se muestran composiciones para a = 3 (en rojo) y a = 1/2 (en verde).
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Si h(x) = (g ◦ f)(x), entonces h(x) = a sin(x).

Si |a| > 1, la composición provoca una “compresión” vertical del gráfico.

Si 0 < |a| < 1, el gráfico se “dilata” verticalmente.

Si a < 0, además de dilatarse o comprimirse, el gráfico del seno se invierte con
respecto al eje de las abscisas.

Esta transformación conserva el peŕıodo de f pero Imh = [−|a|; |a|]. Se dice en este
caso, que la amplitud de la función es a.

Veamos con un ejemplo, cómo proceder con las distintas composiciones para llegar a la
forma más general posible.

Ejemplo 1 :

A partir del gráfico de la función f = sin(x) con f : R→ [−1; 1] y los corrimientos vistos
arriba, graficar la función h(x) = −3 sin(2x − π

4
). Determinar anaĺıticamente peŕıodo,

imagen y ceros de h.

Resolución : La siguiente figura muestra la función seno (en ĺınea de trazos) y la función
h (ĺınea sólida), con todos los corrimientos realizados.

Completando el análisis de las caracteŕısticas de h:

Imagen de h es Im h = [−3; 3].

Peŕıodo T = 2π
2

= π.

Ceros de h: hab́ıamos visto que los ceros de la función f(x) = sin(x) en los reales
se pueden escribir como x = kπ, con k entero. Entonces, los ceros de h serán

h(x)↔ −3 sin(2x− π

4
) = 0↔ (2x− π

4
) = kπ ↔ 2x = kπ +

π

4
↔ x = k

π

2
+
π

8
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Tangente, secante y cosecante

Definición : Si x ∈ R y cos(x) 6= 0, se define tan(x) (se lee:
tangente de x) como:

tan(x) =
sin(x)

cos(x)

El dominio natural de la tangente es R − {π
2

+ 2kπ}, con
k ∈ Z; es decir, los reales menos el conjunto de ceros del
coseno.

Los ceros de la tangente son los ceros del seno, es decir,
C0 = {nπ}, con n ∈ Z.

A partir de las funciones seno y coseno, se definen también las siguientes funciones
trigonométricas:

secante : sec(x) =
1

cos(x)

cosecante : csc(x) =
1

sin(x)

cotangente : cot(x) =
cos(x)

sin(x)
=

1

tan(x)

Algunas identidades útiles

sin2(x) + cos2(x) = 1

sin(α + β) = sin(α) cos(β) + sin(β) cos(α)

cos(α + β) = cos(α) cos(β)− sin(β) sin(α)

sin(2α) = 2 cos(α) sin(α)

cos(2α) = 2 cos2(α)− 1
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