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Funcion polinémica

Son de la forma
P(z) = ap2™ + ap 12" "+ . axr® + a1 + ag

con a, # 0. Se dice que la funcién es de grado n con n € N. Las funciones lineal y
cuadratica que estudiamos en la seccién anterior, son casos particulares de esta. En efecto:

n =2

f(z) = apz® + a1z + ag
g(x)r = a1z + ag n=1

3

También estd el caso especial del polinomio nulo (P = 0), que no tiene grado.
= x°.

Ejemplo 1: Comencemos por graficar la funcién f(x)

Resolucion:

: Con la ayuda de una tabla de valores o un programa graficador
podemos encontrar el grafico de la funcién. Tanto por medios
analiticos, como observando el grafico, podemos ver que se trata
de una funcién impar, es decir, f(z) = —f(—x).

Ademas, esta funcién estd definida para todo numero real y
para cada uno arroja un resultado distinto, de modo que:

= ¢l dominio natural es Dom f = R.

= imagen Im f =R.

Ejemplo 2: A partir de la funcién anterior, realizar un gréfico de g(z) = (v — 2)% + 1

teniendo en cuenta los corrimientos.

La curva g(z) =
grafico de f(z) = 2 dos unidades en el sentido positivo (en este

caso hacia la derecha) del eje de las abscisas (en nuestro sistema
el eje x) y una unidad en el sentido positivo (en este caso hacia
arriba) del eje de las ordenadas (en nuestro sistema el eje y). L

Resolucion:
(r — 2)3 + 1 puede obtenerse desplazando el

El dominio natural es Dom f = R y la imagen Im f = R.

En el grafico muestran las dos funciones; en linea de puntos
23 y en trazo sélido rojo la funcién RS
1

violeta la funcién f(z)
g(z) = (r—2)3+1. De esta manera puede apreciarse el corrimiento

en los ejes coordenados.
f
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Division de polinomios

Recordemos que un polinomio P(x) puede dividirse por otro Q(z) si verifica que
gr P > gr Q). En este caso:

Donde P(x) es el dividendo, Q(x) el divisor, C(x) el co-
P(x) I O(x) ciente y R(x) el resto. Ademas,

R(x) CAx) grP>gr@Q AN (grR<gr@Q V R=0)
{ P(z) = Q(z)C(z) + R(z)

Ejemplo 1:

Calcular el cociente y el resto de la division entre los siguientes polinomios:

P(r) =a*— 223 — 22> — 3y Q(x) = 2* — 2z + 1.
Resolucion: Para efectuar la division los polinomios deben ordenarse segun potencias
decrecientes de x y el dividendo debe completarse.

4 3 y p
x'=2x"—-2x"+0x-3 x =2x+1

4 3 2 2
- X" +2x - x x =3

~3x>+0x-3

s -
3x*—6x+3

— 6x

Se puede observar que C'(z) = 22 — 3y R(z) = —6u.

Regla de Ruffini

Se utiliza para hallar los coeficientes del cociente de la divisién entre un polinomio
cualquiera y otro que guarda la forma x + a
Ejemplo 2:

Hallar el cociente y el resto de la divisién entre P(z) = 23 —72?+142—21y Q(x) = z—2.
Resolucion:

No olvidar ordenar y completar el dividendo, si fuere necesario.

1 -7 14 -21 < coeficientes del dividendo
—a=2 & 2 -10 8
| 1 -5 4 -13 €resto
N

coeficientes del cociente ordenado
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Por lo tanto, obtenemos que C(z) = 2* — 5z +4 y R(z) = —13. Observemos que el
grado del cociente es el grado del dividendo menos uno, es decir: gr C =3 — 1 = 2.

Factorizacion de la funcién polinémica

Podemos extender lo visto en el capitulo de funcién cuadratica para la funciéon po-
linémica. De estar forma, dada la funcién P(x) = a,z" + 12" asx? +ar + ao,
podemos escribirla como:

1. Si tiene n raices reales simples P(z) = an(x — 1) (2 — 22)...(x — x,).

2. Si tiene j rafces reales miltiples P(z) = a,(z — z1)" (z — 29)*...(x — ;)%
Vale aclarar que una raiz o cero x; de un polinomio tiene orden o multiplicidad k;, si el
polinomio es divisible por (z — z;)* pero no lo es por (z — z;)%+1.
Observacion: En la factorizacién de una funcién polinémica pueden aparecer expresio-

nes de grado par (por ejemplo, cuadraticas) irreducibles, en cuyo caso la funcién no tiene
raices reales.

Ejemplo 1:

Veamos algunos casos de polinomios ya factorizados.

a) P(z) =2*(x—1) Esta es una funcién polinémica de grado 3. Sus ceros son z = 0,
con multiplicidad 2 (raiz doble) y = 1, con multiplicidad 1 (raiz simple).

b) P(z) = 2x(x — 1)*(z + 2)>  Este polinomio es de grado 6. Sus ceros son z = 0,
con multiplicidad 1 (raiz simple) , x = 1 con multiplicidad 2 (raiz doble) y z = —2 con
multiplicidad 3 (raiz triple).

¢) P(z) =xz(z+1)(z*+1)*  Este polinomio también es de grado 6. Tiene dos ceros
x = 0y x = —1, ambos con multiplicidad 1 (raices simples), los otros dos ceros son
complejos.

Ejemplo 2:

3

Probar que x = 1 es raiz de P(z) = 2® — 2* + 2 — 1. Obtener la expresién factorizada

del polinémio.
Resolucion:

Para demostrar que x = 1 debemos probar que P(1) = 0 o bien que el polinomio es
divisible por (z — 1).

Si evaluamos P(1) =13 — 12 + 1 —1 = 0, con esto vemos que x = 1 es raiz de P. Para
obtener la expresion factorizada del polinomio aplicamos la regla de Ruffini, teniendo en
cuenta que ya encontramos una raiz.

1 -] 1 -1
1 1 0 1
| 1 0 1 0
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De esta expresion se observa que P(x) = (z — 1)(2? + 1). En ella se ve también que
ha aparecido un factor cuadratico irreducible, con lo cual, el polinomio tiene un par de
raices complejas conjugadas.

Teorema del resto:

El resto de la divisién de un polinomio P(x) por otro de la forma z + a es igual al valor
del polinomio evaluado en x = —a, es decir, P(—a).

En efecto,

ix) | X+ d
R C(x)

Como P(z) = C(z)(z+a)+ R, evaluando esta expresion en x = —a, resulta P(—a) = R.
Ejemplo 3:

Sean f(x) = 2% + ka? — kx — 9 y g(x) = x + 3. Utilizar el teorema del resto para
determinar los valores de k en los reales tales que g(z) sea un factor de f(z).
Resolucion:

Para poder escribir g(z) como un factor de f(x), el polinomio debe ser divisible por
x + 3, es decir, el resto de la divisién de f(z) por (x + 3) debe ser cero. Asi, podemos

plantear
R=f(-3)=0—= (-3 +k(-3)>-k(-3)-9=0— k=3

Ejemplo 4:

Hallar la funcién polinémica de grado 3, cuyos ceros son x =0,z =1y x = —2 y su
grafico pasa por el punto de coordenadas (2,24).
Resolucion:

Podemos proponer f(x) = azx(x — 1)(x + 2).

Como el valor de a no esta determinado, usamos el otro dato del problema: que su
grafico pasa por el punto (2,24), esto significa que f(2) = 24, asi

f2)=a22-1)2+2) = f(2) =a8 =24 —a=3

Podemos entonces escribir
f(z) =3z(z - 1)(x + 2)
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Funcion Mdédulo o Valor Absoluto

Presentacion

En un laboratorio se estan realizando experimentos con
distintas sustancias quimicas, una de ellas precisa que la tem-
peratura ambiente se encuentre a 15°C' aceptando un error
de 2°C, se debe prender el aire acondicionado cada vez que la
temperatura no sea la adecuada. ;Para qué valores de tem-
peratura ambiente se deberia activar el aire acondicionado?

Como el error aceptado es de 2°C' se debe prender el aire
cuando la distancia de la temperatura ambiente y 15°C' sea
mayor que 2°C, o sea cuando la temperatura es mayor que
17°C' o menor que 13°C'. Matematicamente esto se escribe como:

|z — 15| > 2

Recordemos que el médulo o valor absoluto de un nimero real es la distancia de x al
0, y lo notamos |z|.

Por ejemplo: |5| = 5,| — 3] = 3 En el caso de la desigualdad |z — 15| > 2 estariamos
diciendo que la distancia entre la temperatura x y 15 debe ser mayor que 2 para que sea
necesario activar el aire acondicionado.

Propiedades:
» 2| >0 VzeR
lz] = Va2 Yz eR

lz.y| = |zlly| Vz,y €R

lz+y| <|z[+ |y Vo,yeR

Sia>0,|zl=ar=aVr=—a

Sia>0,|z|<a+ —a<z<a

Sia>0,|zr|>a+rz<—-aVzr>a

Observemos que la inecuacion:
|z — 15| > 2

podemos traducirla en:

r—15< -2 V 2—15>2 < < —-2+415 V >2+15

Es decir:
r<13 Vv x> 17
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Funcién Modulo

T si >0
—x si <0

Una funciéon médulo es una funcion partida o definida a trozos ya que estéa definida
por intervalos. En este caso podemos observar que cada tramo corresponde a una funcion
lineal. Observando esto podemos construir su grafico ya que para z > 0, debemos graficar:
y = x; y para x < 0, graficamos: y = —x.

Su gréfico es:

Observando el grafico podemos destacar:

= La simetria del grafico respecto de la recta x = 0
(eje de simetria)

» Su imagen es Im f = [0, +00)

» El grafico presenta un minimo en z = 0

A partir de este grafico podemos construir otros, teniendo en cuenta lo trabajado para
la expresion candnica de la parabola.

Las mismas ideas podemos utilizar para pensar en el grafico de una funcién modulo
expresada del siguiente modo:

f(x) = alz — xo| + yo

En este caso el eje de simetria serd la recta x = xg
La imagen serd [yo, +00), sia >0
La imagen serd (—oo, 4o, sia <0

Veamos primero, algunos ejemplos modificando el valor de a:

El grafico de h(z) se obtiene al reflejar el gréfico de |z|
respecto al eje x.

El grafico de g(z) se acerca al eje y, y el de p(x) se acerca
al eje x.
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Veamos ahora, algunos ejemplos modificando xq e yq:

El gréfico de g(z) es un desplazamiento de |z| de 1 unidad
hacia la derecha y 3 unidades hacia arriba.

El grafico de h(z) es un desplazamiento de |z| de 2 unida-
des hacia la izquierda y 1 unidad hacia abajo.

Ejemplo 1:
Representar graficamente la funcién f(z) = —|z+3|+4 e
indicar dominio e imagen. Hallar los ceros analiticamente.

Resolucion:
El dominio de la funcion es R.
Vamos a encontrar los ceros analiticamente, para ello debemos resolver la ecuacién:

—|lz+3|+4 = 0
—|lz+3] = —4
lz+3 = 4
r+3=4 V r+3=-4
r=1 VvV x=-7

Para graficar la funcién podemos usar los ceros (donde el grafico corta el eje ) y
también pensar en lo visto anteriormente, el grafico se obtiene al reflejar |x| respecto al
eje x, y desplazarlo 3 unidades a la izquierda y 4 hacia arriba:

La imagen es: Im(f) = (—o0,4]
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Funcién Homografica

Responden a la expresion

f:DCR - R/f(zx) = —

+ Yo
T — X

con a # 0 y donde zg, a e yp son constantes reales y D, dominio de la funcién, es un
conjunto tal que el denominador es distinto de cero. Esto se escribe:

D={zreR/x—uz5#0}
Veremos el grafico de estas funciones para el caso particular

1

r)=—
fla) ==
que corresponde a una funcién homografica con a = 1,29 = 0,79 = 0.

Primero definamos su dominio, dicho conjunto debe ser tal que la variable x no tome

el valor cero (z # 0), puesto que para dicho valor se anula el denominador. Por lo tanto,
Dom f =R — {0} o bien Dom f = (—00;0) U (0; +00).

Hagamos entonces una tabla de valores para llegar al grafico de f(x) = %

X f(x) X f(x)
1 1 1000 | 0,001
0,5 2 100 0,01
025 | 4 10 | 01
0,1 10 8 0,125
0,01 100 4 0,25
0,001 | 1000 2 0,5
-0,001 | -1000 -2 -0,5
-0,01 | -100 -4 -0,25
-0,1 -10 -8 -0,125
025 | 4 10 | <01
-0,5 -2 -100 | -0,01
-1 -1 -1000 | -0,001

En la tabla de la izquierda se puede observar que, a medida que x se aproxima a 0,
tanto cuando toma valores mayores a cero (por la derecha), como cuando toma valores
menores a cero (por la izquierda); los valores de | f(z)| se hacen arbitrariamente grandes.

En la tabla de la derecha, en cambio, se observa que, para valores de |z| cada vez més
grandes, los valores de f(x) se aproximan arbitrariamente a cero.



UBA XXI Analisis Matematico A (Para Ingenieria y Ciencias Exactas y Naturales)

Si ahora ubicamos estos puntos hallados en el plano y los unimos se obtiene el siguiente
grafico

|z =2

El grafico de f(x) = % se denomina hipérbola. Podemos observar que a medida que x
aumenta en valor absoluto, el grafico se aproxima al eje = (eje de abscisas); en este caso
diremos que la recta y = 0 es una asintota horizontal al grafico de f.

Por otro lado, cuando = toma (en valor absoluto) valores préximos a cero, el grafico se
aproxima al eje y (eje de las ordenadas); en este caso diremos que la recta x = 0 es una
asintota vertical al grafico de f.

Del grafico se ve, ademaés:
Im f = R—-{0}
Pos f = (0; 4+00)
Neg f = (=00;0)
Analicemos ahora la funcién f(z) = —1
Estas funciones son impares, esto es
f(x) = —f(—x), basta recordar las funciones f(z) = 23y
f(x) = —x3 donde se vio que sus graficos son simétricos
con respecto al eje de abscisas. De la misma forma, podemos
obtener el grafico de f(x) = —% buscando el simétrico a cada

punto del gréafico de
flz) = %, con respecto al eje de abscisas.

Se ve, ademas, que comparten dominio e imagen pero se
invierten sus conjuntos de negatividad y positividad. Es de-
cir:

Im f = R-{0}
Neg f = (0; +00)
Pos f = (—o00; 0)
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Funciones homograficas y desplazamientos

Aligual que lo estudiado para las anteriores funciones podemos mencionar las siguientes

conclusiones sobre el efecto de los pardmetros a,zq e yo en el gréfico de f(x) = 1.

Conclusiones

= El coeficiente a es un factor de escalamiento: el grifico de f(x) = ¢ se aproxi-
ma al eje x conforme |a| se aproxima a cero y se aproxima al eje y conforme

|a| aumenta.

= El valor de o determina que el grafico de f(z) = ¢ se desplace z, unidades

a la derecha si x¢y > 0 0 xg unidades a la izquierda si xy < 0.

= El valor de yo determina que la grafica de f(x) = ¢ se desplace yo unidades

hacia arriba si yp > 0 o yo unidades hacia abajo si yo < 0.

» A partir de la ecuacién f(z) = - tyo dela funcién homogréfica es inmedia-

to indicar cudles son las asintotas de la funcién. Sus ecuaciones son: r = z la
ecuacion de la asintota vertical e y = yg la ecuacion de la asintota horizontal.

= El signo del pardmetro a determina que la grafica de f(z) = ¢ se ubique en

el 1° y 3° cuadrante respecto de las rectas determinadas por las asintotas si
a > 0 o se ubique en el 2° y 4° cuadrante respecto de las rectas determinadas
por las asintotas si a < 0.

Ejemplo 1:
Graficar la funcién f(z) = -5 — 4 determinando previamente su dominio y hallar los
conjuntos imagen, de positividad y de negatividad.

Resolucion: )

fla) = — -

Determinemos el dominio de la funcién. Este conjunto estard integrado por aquellos va-
lores de & que no anulen el denominador, es decir, los que verifiquen x — 2 # 0

4

r—2#0 x#2
Dom f:R—{2}

A partir de los valores de los parametros, podemos obtener las ecuaciones de las asinto-

tas
1 a=1
flx) = 2—4 ro=2 x=2 AV
to yo=—-4 y=—-4 AH j
11
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Ubicamos las asintotas:

Buscamos las intersecciones con los ejes coorde-

I
I ]
| AV, o= nados:

il

|
|
|
3 I Interseccién con el eje z (f(z) = 0)
|
:a | 1
—4=0— =43 1=4(z—-2)—
g | ' 1 1 9
N L iz y 4 5 4 T _>Z_l:x_2_>é_1+2:x_>z_1:m
ag |
' 9
:|| C =< =
I St
- __:| g _: ______ AN _r-_-"- Interseccién con el eje y (z = 0)
...
7 I 1 —1 -9
' )= 4 f(0)= = —des £(O) = 2
i FO0) = o 4 J(0) = 4 1(0) =

&

Ahora, observando el grafico de referencia y tomando como guia las asintotas y las
intersecciones con los ejes, trazamos el grafico

Por simple inspeccién del grafico podemos deter-
minar algunos conjuntos de interés, tales como los
de positividad y negatividad y conjunto imagen.

Pos f = (2; %)

Neg f = (—o0;2) U (Z, —i—oo)

Im f =R —{—4}

Ejemplo 2:

Graficar la funcién f(z) =2 — #1 determinando previamente su dominio y hallar los

conjuntos imagen, de positividad y de negatividad.

Resolucion:

12
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Determinemos el dominio de la funcién. Este conjunto estard integrado por aquellos va-
lores de = que no anulen el denominador, es decir, los que verifiquen z + 1 # 0

r+1#0x#—1
Dom f:R—{-1}

A partir de los valores de los parametros, podemos obtener las ecuaciones de las asinto-

tas
1 a=—1 '
flz)=2-— ro=—-1 z=-1 AV
r+1 =2 y=2 AH

Ubicamos las asintotas: f‘

i Buscamos las intersecciones con los ejes coorde-
nados:
lowzbag-1--1 Interseccién con el eje = (f(x) = 0)
» 1 1
s L 2 — =0— =2—>1=2xz+1)—
P e e e —>—:$+1—>——1:$—>_7:.7:
1
C =q—=
er f { 2}
Interseccién con el eje y (z = 0)
FO) =2 s = f0) =2 1= f(0) =1
041 B B

(0;1)

Ahora, observando el grafico de referencia y tomando como guia las asintotas y las
intersecciones con los ejes, trazamos el grafico

Por simple inspeccion del grafico podemos determinar al-
gunos conjuntos de interés, tales como los de positividad y
negatividad y conjunto imagen.

2

3 1
o 1.2 '3 '4'5 '@ T Neg f = <_1; _§>
Im f =R — {2}

Pos f = (—o0; —1) U (—1; —i—oo)

(-5.804)

AW
Fay
E.
i -
|
21
= |

mmm:mqexf'”‘
T 8 5 43 a2

T

13
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Funciones Racionales

Las funciones racionales responden a la expresion
P(x)
Q(x)

Donde P(z) y Q(x) son polinomios y el dominio de la funcién, D, es un conjunto tal
que Q(z) no se anula en él; esto es,

D = {x € R/Q(x) # 0}

Antes de graficar esta funcion, y en caso que sea posible, se debe simplificar su expre-
sion. Para ello es necesario factorizar ambos polinomios: numerador y denominador. Es
importante recalcar que, al simplificar la funcién el dominio de la misma no cambia.

f:DCR—-R/f(zx) =

Ejemplo 1:
Dada f(z) = £=2

z—3

a) Graficar, determinando previamente el dominio y el conjunto de ceros de f.
b) Determinar los conjuntos de positividad, negatividad e imagen de dicha funcién.

Resolucion:

Determinemos el dominio de la funcién. En este caso el denominador se anula para
x = 3, por lo tanto Dom f =R — {3}.

Hallemos ahora el conjunto de ceros de f. Es importante en este punto recordar que
los ceros de f son los valores de xr que anulan el numerador y pertenecen al
dominio de la funcién, es decir que no anulan, al mismo tiempo, numerador
y denominador.

2 -9 3 ¢ Dom f
r—3 = -3

En este caso x = 3 no esta en el dominio de f, por ese motivo dicho valor es excluido
del conjunto de ceros, en consecuencia Cer f = {—3}.

:0<—>x2—9:0<—>$2:9<—>{i

Intentemos ahora simplificar la funcién:

:x2—9: (x —3)(x +3)

1) r—3 r—3

Si z # 3, entonces
flz)=xz+3
Por lo expuesto, la funciéon queda definida como
f R={3}=>R/f(z)=2+3

El gréfico serd, entonces, aquel de la funcién g(z) = x + 3, pero con un “agujero” en
x = 3 que evidencie que en dicho punto la funcién no esta definida.

14
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: / Por simple inspeccién del grafico podemos determinar algunos conjuntos

de interés, tales como los de positividad y negatividad y conjunto imagen.

7*”#* Pos f = (—3;3) U (3; +00)
Neg f = (—o0; —3)
Im f =R — {6}
Ejemplo 2:
Dada f(z) = 9;3__28

a) Graficar, determinando previamente el dominio y el conjunto de ceros de f.

b) Determinar los conjuntos de positividad, negatividad e imagen de dicha funcién.

Resolucion:

Resolvamoslo de forma analoga al ejemplo anterior. Determinemos el dominio de la
funcién. En este caso el denominador se anula para z = 2, por lo tanto Dom f = R—{2}.

Hallemos ahora el conjunto de ceros de f. Para esto debemos factorizar el numerador
y asi llegar a una expresién mas simple de f

2 —8=0c1=2

En este caso x = 2 no estd en el dominio de f, por ese motivo dicho valor no puede ser
incluido en el conjunto de ceros.

Aplicamos Ruffini:

2 -8 (z—2)(z*+2x+4)
-8 f(x)_x—Z— x—2
b Six # 2, entonces

1 00

2 2 4
| 1 240
F—8=G—2(2+2x+4)] [flo)=2"+2z+4

Es facil ver que la ecuacién 2% + 2x + 4 = 0 no tiene solucién en los
reales, de manera que la funcién f no tiene ceros.

fR-—{2} 5 R/f(zx)=a*+22+4

El grafico serd, entonces, aquel de la funcién g(z) = 2* + 2z + 4,
pero con un “agujero” en el punto (2, 12) que evidencie que en dicho
punto la funciéon no esta definida.

Recordando la secciéon de funcién cuadrética es posible graficar la
funcion f, teniendo en cuenta concavidad, posicién del vértice, eje de
1] simetria e interseccién con los ejes.

S5 413724 ]0 "1 1213
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Composiciéon de funciones

Dadas dos funciones g: A - By f: C'— D, donde B C (| la composicién de f con g:
fog (también se nota f(g(x))) es la funcién que le asigna a cada z, el resultado de aplicar
f a g(x). Para que esta secuencia pueda realizarse, es necesario que g esté definida en x
y que f esté definida en g(z). Dicho de otra forma, la imagen de g debe estar incluida en
el dominio de f. Esto puede verse esquematicamente en la figura de abajo.

En este diagrama se puede ver que el dominio de la funcién (f o g)(z) es el conjunto
formado por los elementos a; v as.

Determinar el dominio de una funcién compuesta no es tan simple como intersecar
conjuntos, hay que tener en cuenta la naturaleza de ambas funciones y calcular los valores
de x para los cuales g(z) satisface las condiciones impuestas por el dominio de f. Veamos
esto con algunos ejemplos.

Ejemplo 1:

Si f(z) = 2*y g(x) = x — 3, encuentre las composiciones (f o g)(x) y (go f)(z).
Resolucién:

En este caso, los dominios naturales de ambas funciones son los reales, de modo que
no tendremos que restringir los dominios.

(fog)z) = flg(x)) = flz—3)=(x-3)’
(gof)(@) = g(f(x)) =g(z*) =" -3

En el ejemplo de arriba puede notarse que, en general, la composiciéon no es conmutativa.
Esto es, si se cambia el orden en que se hace la operacion, cambia el resultado.

Ejemplo 2:
. . o B : .
Hallar la composicién de las funciones f(z) = -2 v g(x) = /7, realizando restricciones
a los dominios en caso de ser necesario.
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Resolucién:

Antes de efectuar las composiciones analicemos dominio natural e imagen de cada
funcién:

f:R—{-2} - R — {1}, mientras que g : [0; +00) — [0; +00).

De esta forma vemos que no es necesario realizar restricciones para la composicion fog,
yva que la imagen de g estd contenida en el dominio de f. La composicion resulta

_ VT
VT 42

Observemos que el dominio de la funcién compuesta coincide con el de g.

(fog)(x) = flg(x)) = f(Vx)

Para hallar la funcion g o f, en cambio, sera necesario restringir el dominio de f, dado
que la imagen de f no estd contenida en el dominio de g, es decir R — {1} ¢ [0;+00).
Debemos entonces redefinir el dominio de f de manera que su imagen coincida con el
dominio de g. En este caso, esto seria tomar el conjunto de positividad y el cero de f, o
sea, Domf = (—oo0; —2) U [0; +00)

T ) = T
x+2 Vzx+2

(go fix) =g(f(x)) = g(

El dominio de la funcién compuesta es Dom (g o f)(z) = (—o0; —2) U [0; +00).
Veamos con un ejemplo porqué es necesaria esta restriccién. Supongamos que queremos
calcular la composicion evaluada en x = —1. El procedimiento seria el siguiente:

Primero  f(—1) luego g¢(f(—1))

Es facil ver que f(—1) = —1, pero entonces g(f(—1)) = g(—1) = v/—1, que obviamente,
no esta definido en los reales.

Mirando el diagrama de arriba seria como la relacion entre as y c3, estan bien definidas
a través de f, pero c3 no pertenece al conjunto dominio de g.

Funciones Trascendentes

Introduccion

Las funciones trascendentes son funciones analiticas que no pueden ser expresadas
en términos de una secuencia finita de operaciones algebraicas (suma, resta, divisién
y multiplicacién), sino que para definirlas es necesario una cantidad infinita de estas
operaciones. Esto se vera méas adelante cuando se vea el tema de series de potencias.
Estudiaremos tres familias de funciones trascendentes: las exponenciales, las logaritmicas
y las trigonométricas.
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Funcion exponencial en base a

Definicién: Se define la funcién exponencial en base a € (0,1) U (1,+00) a la funcién
f(z) = exp,(z) con x € R, que verifica las siguientes propiedades:

1. exp,(0) =1
2. exp,(l) =a
3. expq(r +y) = expy(x).expa(y)

Al tratarse de una funcién trascendente no podemos recurrir (en general) a lo que ya
conocemos de operaciones algebraicas para evaluar esta funcion, pero si podemos hacerlo
en ciertos casos particulares, es decir para ciertos valores de x. Para hacer esto observemos
que la propiedad 3 tiene interesantes consecuencias, entre ellas que se verifica:

exp,(q) = a? cuando g € Q

Demostremos esa igualdad utilizando la propiedad exp,(x + y) = expa(x).exp.(y).
Tomando x = by y = —0b resulta:

1
exp,(b)

expy(b).exp,(—b) = exp,(0) = 1 = exp,(—b) = Vb e R

Evaluando en la propiedad 3 en z = b, y = b, y luego en y = 2b, y asi hasta y = (n—1)b
con n € N obtenemos:

y=b= exp,(20) = (expy(D))?

y = 2b = expa(3d) = (expa(b))®

y = (n—1)b= exp,(nb) = (exp,(b))" [4]

Luego tomando b = 1 obtenemos exp,(n) = (exp,(1))" = a™
Si ahora tomamos b = % en [4] se obtiene exp,(1) = (expa(%))” =a= (expa(%))”

es decir que exp,(L) = an.

Y finalmente tomando b = - con m € N en [4]:
n n L n

expa(sy) = (expa(;;))" = (am)
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Con esto hemos mostrado que exp, () = am con ¢ = 2 € Qs = expa(q) = a’.

Como ademés vimos que vale

1 1

expa(—q) = ezpale)  al a”? con —q € Q<

entonces vale para cualquier g € Q.

Significa entonces que la funcién exponencial coincide con la funcién potenciacion y
radicacion cuando la evaluamos en nimeros racionales. Por esto, de ahora en mas, utili-
zaremos la misma notacién de potencia para la funcién exponencial f(z) = exp,(z) = a”
aunque x no sea un numero racional, sino para todo z € R, es decir en el dominio de las
funciones exponenciales, que es R.

Propiedades

También se puede demostrar que cualquiera sea la base a € (0, 1)U(1, +00) las funciones
exponenciales son monétonas crecientes (a > 1) o son mondtonas decrecientes si 0 < a <
1, con lo cual el grafico serd una curva ascendente de izquierda a derecha para a > 1 o
una curva descendente para 0 < a < 1.

Ademas a* > 0 Vx € R y entonces esa curva quedarad dibujada por encima del eje
horizontal.

Otra caracteristica 1util para graficar estas funciones es que si tomamos valores cada
vez mas negativos para x, las imagenes de la funcién se van acercando a 0 cuando a > 1.
Para ver esta tendencia evaluemos la funcién exponencial con base a = 2, f(x) = 2% en
nimeros enteros negativos:

f(-1)=2"1=3=05

f(=2)=2"2=2=025
f(=3)=2"3=1=0,125

f(=10) =2710 = ﬁ = 0,0009765625

Los valores de la funcién se van acercando a 0 pero nunca llegan a ser iguales a 0. En
el grafico esta propiedad se ve reflejada en la tendencia de la curva, que se va pareciendo
cada vez mas a la recta horizontal a medida que nos alejamos hacia la izquierda. En el
caso que la base sea 0 < a < 1 esto mismo ocurre pero alejandonos hacia la derecha en el
eje horizontal, como se ve reflejado en los graficos que vienen a continuacién. Esta idea
serd estudiada de manera formal en el tema de limites de funciones.
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Resumiendo

Las funciones exponenciales se escriben f(z) = a®, con a € (0,1) U (1, +00)
= El dominio es el conjunto R
= 0" >0,V eR
» Sia > 1 son funciones crecientes.

s Si0 < a < 1 son funciones decrecientes.

s " =g yat Y = L

Graficos

Con las caracteristicas descriptas anteriormente podemos mostrar como son los graficos
de las funciones exponenciales para distintas bases a. Mostramos primero ejemplos con
bases a > 1 para a = 2, a = 3 y una base particular que llamaremos e sobre la que
escribiremos mas en detalle. Por ahora solo adelantar que e es un ntimero irracional y
2 < e < 3. Los gréficos son:

Y si las bases estan entre 0 y 1 obtenemos:
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En todos los casos observamos que la imagen de todas ellas es el conjunto I'm =
(0, +00).

De ahora en mas cuando mencionemos a la funciéon exponencial, nos estaremos refirien-
do por defecto a la que tiene base a = e, de lo contrario tendremos que aclarar cual es la
base.

Como mencionamos anteriormente la funcién exponencial tiene algunas caracteristicas
propias de esta base tan particular. El niimero e se obtiene como el limite de una sucesion
que se estudiard mas adelante. El valor aproximado es e &~ 2,71, sin embargo, recordemos
que es un numero irracional. Como tarea les dejamos la imagen de abajo, jpara que
memorizen los decimales que ahi se muestran!

Aproximacién del niimero e, con varios decimales

2.71828182845904523536028747135266249775724709369995957496696762772
407663035354759457138217852516642742746639193200305992181741359662
904357290033429526059563073813232862794349076323382988075319525101
901157383418793070215408914993488416750924476146066808226480016847
741185374234544243710753907774499206955170276183860626133138458300
075204493382656029760673711320070932870912744374704723069697720931
014169283681902551510865746377211125238978442505695369677078544996
996794686445490598793163688923009879312773617821542499922957635148
220826989519366803318252886939849646510582093923982948879332036250
944311730123819706841614039701983767932068328237646480429531180232
878250981945581530175671736133206981125099618188159304169035159888
851934580727386673858942287922849989208680582574927961048419844436
346324496848756023362482704197862320900216099023530436994184914631
409343173814364054625315209618369088870701676839642437814059271456

Otra propiedad notable es que cuando se extiende el dominio de la funcion a los nimeros
complejos, la funcién exponencial e”, es igual a las funciones trigonométricas, seno y
coseno, como partes reales e imaginarias.
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Crecimiento exponencial

Habrén escuchado a muchas personas que hablan de cre-

cimiento exponencial, y la idea subyacente en la frase es que

: ese crecimiento es muy rapido. Se hablé mucho de esto en

e I la época de la pandemia del ano 2020, ya que las funciones

’ exponenciales modelizan la cantidad de contagios de cierto

— tipo de virus y también el crecimiento de poblaciones de cier-

ST EEE R to tipo de individuos. En aquella época de pandemia todos

los periodistas informaban de un indice r, que cuanto mayor

era, mas rapido era el contagio, pero si ese coeficiente era menor que 1, no debiamos

preocuparnos. Ese indice basicamente es la base de una funcién exponencial que modela
la cantidad de contagios en funcién del tiempo.

Covid-19  Argentina 2020 (10/04/2020)

Infectados confirmados, |

Incluso en ciertas operaciones financieras, como lo son los plazos fijos con intereses
compuestos continuamente, también es la funcién exponencial la que nos dice cuanto
dinero obtendremos de ganancia.

Ahora bien, en lenguaje coloquial nos permitimos decir que
una cantidad determinada crece rapido, pero para pensar y
hablar correctamente tenemos que comparar con algin otro
tipo de crecimiento. Por ejemplo, si decimos que la tasa de
crecimiento de una colonia de conejos, con dos conejos ini-
cialmente, es rapida, es porque la estamos comparando con
la de una colonia de bovinos por ejemplo, con una vaca y un
toro inicialmente, ya que los bovinos tienen menos crias y los
fetos tardan mas en nacer, comparado con el mismo tiempo para la colonia de conejos.

En matematica esta comparacion la hacemos con el cociente de dos funciones. Entonces,
a modo de ejemplo, cualquier funciéon exponencial crece mucho mas rapido que cualquier
funcién polinémica, sin importar cual sea su grado.

Para tener una imagen concreta de este crecimiento desmesurado, esto es en palabras
de lo que dirfa f(x) = 22, un poco enojada, imaginense que en el eje horizontal marcan
intervalos de 10 centimetros, y toman 22 de estos intervalos. Llegarian a una distancia de
2.2 metros horizontalmente. Pues bien, la altura del grafico de f(z) = 2 para esa distan-
cia estaria en unos 48 metros, usando la misma escala para ambos ejes. Pero totalmente
indignada nuestra cuadréatica observa a e* muy lejos, jtan lejos que la tiene que obser-
var con un telescopio! La funcién e” se encuentra mas lejos que la luna, a unos 358491
kilometros. Esta comparacion si nos permite hablar de crecimiento exponencial.
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Comparacién entre el crecimiento de 22 y e*

1 /\K 4
358491 km!!l!
xA2
48 metros
/1
/
2.2 metros

Graficos de funciones exponenciales compuestas con funciones lineales. Corri-
mientos.

Cuando se componen las funciones exponenciales con lineales, no cambian las propie-
dades fundamentales de la funcién. Si por ejemplo tenemos las funciones h(z) = mz + b,
g(z) = ax + ¢, r(z) = €* y componemos f = go (roh), es decir f(x) = ae™*® + ¢
podemos ver distintos comportamientos de acuerdo los valores de a, m ,b y c.

El pardametro ¢ produce un corrimiento vertical del gréfico de la funcién. Para notar el
corrimiento horizontal observemos que ma +b = m(z + ) y entonces si = > 0 el grafico
se desplaza hacia la izquierda, y si % < 0 se desplaza hacia la derecha.

De acuerdo a los valores de a y m la funcién crecera o decrecera mas rapidamente, pero
cualitativamente no modifica el grafico. Sin embargo si hay que estar atentos/as al signo
de estos parametros, porque modifican el comportamiento asintético. Lo resumimos en
los siguientes graficos:
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+00
a>0 Ejemplo
m>0 .
fx) =28 +1
b/m
D e
. m<0 @
C

Ejemplo
a<0
m>0 fix) = -39 +6
-0
m— -
Ejemplo +O01 @
. m<0
fx) = 2¢ 2541 A
b/m

O

Ejemplo
fx) = 4e>041
a<0
-00 /| me0

g

Ahora si componemos las funciones exponenciales con otro tipo de funciones que no
sean lineales, cambian las propiedades de la funciéon compuesta. A modo de ejemplo se
muestran los graficos que resultan de componer una funcién exponencial con una funcion
cuadratica y con una funcién homogréfica.
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Este tipo de funciones las estudiaremos en detalle cuando definamos el concepto de
derivada, que nos permitira analizar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento,
como asi también los extremos de una funcién.

Problema para pensar

Se tiene inicialmente una colonia de conejos con Fy individuos. Luego de 2 meses se
hace un relevamiento y se observa que hay 20 conejos. Al cabo de 1 ano se miden
140 conejos. Suponiendo que el crecimiento de la colonia es exponencial, calcule
la poblacién inicial de conejos Py y obtenga la funcién f(t) = Py.ames que da la
cantidad de conejos en funcion del tiempo medido en meses, y calcule la poblacién
luego de dos anos. ;Cual es la tasa de crecimiento mensual?

Ahora bien, se nos puede plantear el siguiente problema: dada la funcién f(z) = €3,
queremos encontrar z tal que f(z) = 8, es decir €3* = 8. En este caso el despeje no es
el habitual que se hace cuando hay operaciones algebraicas como suma o resta, donde es
evidente como despejar. Esto nos da una motivacién para definir a la funcién inversa de
las exponenciales.

Funcién inversa de una exponencial en base a: Funcion
Logaritmica

Del grafico de una funcién exponencial en base a, se observa que la funcién f(z) = a”,
f:R — (0,400) es una funcién biyectiva y por lo tanto existe su funcién inversa.
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De las propiedades de las funciones inversas, obtenemos que el dominio de f~! es
dom(f~) = (0,+00) y que la imagen de f~ es Im(f~') =R.

Usando la simetria existente entre los graficos de f y f~! se obtiene el gréfico de la
inversa de una funcién exponencial en base a.

Gréficos de fy f!

A esta funcion inversa se le da el nombre de funcién logaritmica en base a, y resulta
ser otra funcién trascendente, y se escribe: f~1(x) = log,(x).

En el caso que la base sea a = e, es decir la funcién inversa de e* decimos que es el
logaritmo natural y se escribe In(z). Cuando la base es a = 10 se lo llama logaritmo deci-
mal log(z), y en cualquier otro caso hay que escribir como subindice la base. Recordemos
que las bases posibles son a € (0,1) U (1, +00).

Como se observa en el grafico, la funcién log,(z) toma valores cada vez mas negativos,
cuando los valores de x se acercan a 0. Es una funcién creciente cuando la base es a > 1
y decreciente si 0 < a < 1. Claro que este crecimiento es mucho menor que el de una
funciéon exponencial, es mas, el crecimiento de una funcién logaritmica es menor que el
de una funcién lineal.

Propiedades

Una de las propiedades de la funcién f y su inversa f~1(x) es que fo f~l(z) = f~lo
f(z) = x. Es decir que para el caso que estamos estudiando, esta propiedad se escribe
como:
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al*9® = log,(a®) = x

Y esta propiedad es la que nos permite despejar en una ecuacion que incluya funciones
exponenciales o logaritmicas:

loga(z) =y <= a'%@ = a¥. Bs decir, log,(r) =y <= a’ = .

En algunos casos es posible calcular mentalmente los valores para una funciéon logaritmi-
ca, por ejemplo, si la funcién es f(z) = logs(z) entonces f(8) = 3 ya que 23 = 8. ; Cudnto

vale f(2), f(1) y f(1/2)?

Claro que en general no lo vamos a poder hacer mental-
mente, como logy(5) o In(6). Antiguamente existian tablas
con los valores de ciertos logaritmos, hoy en dia hay progra-
mas y calculadoras.

Entonces, cuando necesitemos calcular algin valor apro-
ximado de una exponencial o de un logaritmo, podemos re-
currir a una calculadora. Usualmente las calculadoras incor-
poran dos bases, 10 y e, y se acceden a estas funciones a
través de las teclas, log(z) y In(x), y para las exponencia-
les se accede presionando primero la tecla shift y luego las
mencionadas antes. De ser necesario calcular un logaritmo
en otra base, se puede utilizar la expresion para el cambio
de base que mencionamos en el recuadro ”Mas propiedades”.
De todas formas no sera necesario en el curso aproximar un
valor, sino que los resultados los dejaremos escritos en funcién de e, por ejemplo, si la
respuesta a algin ejercicio es 3e + 1, queda escrito de esa forma.

Mas propiedades
» log,(z.y) = logex + log,y con z > 0,y > 0
. loga§ = log,x — log,y con x > 0,y > 0
» log,x" = r.log,x con x > 0
logea

] logaazzmcona:>0
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Notemos en estos graficos de funciones logaritmicas, correspondientes a las bases 2, e
y 10, que todos cortan al eje horizontal en x = 1, es decir f(1) = 0. Ademés se observa
que todas las funciones graficadas cumplen que f(z) > 0 para z € (1,+00) y f(z) <0
para x € (0, 1), siendo estos intervalos los de positividad y negatividad respectivamente.

Funciones logaritmicas compuestas con otras funciones

A modo de ejemplo analicemos a la funcién f(z) = In(z* —4). Para hallar el dominio de
esta funcién debemos recordar la restriccion de las funciones logaritmicas: el argumento
debe ser un nimero positivo, y por lo tanto 22 — 4 > 0 y resolviendo esta inecuacién se
obtiene que Dominio(f) = (—o0,—2) U (2,400). El gréfico resulta:

Grafico de f(z) = In(a® — 4)
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Calular el dominio de las siguiente funciones
» f(z) =In(6x +3) +2
= g(x) =2 —1In(;%)

» h(z) =In(z? +1)
Calculo de funciones inversas

» Dada la funcién f(z) = 4—e***5 calcular la funcién inversa f~!(x) y dar su dominio
e imagen.

Como se vi6 anteriormente, para calcular la funcién inversa se plantea f(z) = y
y se despeja = en funcién de y: 4 — ¥ = ¢ = 2270 = 4 4 = Ine?t0 =
In(—y+4) = 2246 =In(—y+4) = z = L In(—y +4) — 3. Es decir que se obtiene:
fHz) = 3In(—z +4) - 3.

El dominio de esta funcién es tal que debe verificarse —x + 4 > 0, entonces
Dominio(f~') = (—o0,4). Para obtener la imagen usamos que Imagen(f™!) =
Dominio(f) = R.

» Calcular la funcién inversa de f(x) —; Y dar su dominio e imagen.

_ 2
~ In(z+3)
=y=>y(lnr+3)—4)=2=h(x+3)= 1% 44 = elnla+3) = gyt

2
In(z+3)—4

Es decir que :
= f(z) = et =3

El dominio de f~! es R — {0} y su imagen es (=3, ¢e* — 3) U (e! — 3, +-00).
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Funciones trigonométricas

Es conocido que el origen de la trigonometria se remonta a hace méas de 20 siglos,
cuando los griegos necesitaron métodos precisos para construir triangulos rectangulos.
En la actualidad, la rama de la matematica que se ocupa de estos temas es el andlisis
armonico.

Las funciones trigonométricas nos permiten modelar fenémenos “periédicos” tales como
las mareas, las olas del mar, los latidos del corazon, el movimiento de una cuerda de
guitarra, las ondas electromagnéticas entre las cuales esta la luz, etc.

El desarrollo de esta disciplina permite que ciencia y tecnologia se conjuguen para desa-
rrollar instrumentos tales como la radio, la televisién, el radar, el microscopio electronico
y los mas modernos instrumentos de diagnodstico por imagenes.

Definiciones
En este apartado recordaremos algunas definiciones trigo-
nométricas para triangulos rectangulos, es decir, donde los
P angulos de interés son agudos.
hip
e op :
et . _op _ hip
rat sinf = —— cscl=—
= I hip op
ady ad hi
cosf = _y secf = 2
hip ady
0 ad
tanf = 2 cotg=2Y
ady op

A partir de estas relaciones y el teorema de pitagoras pue-
de deducirse la identidad pitagorica, que usaremos repetida-
mente durante este capitulo.

ady? + op®> = hip?

sinf = 2 — op = hip.sinf
hip
ady .

cos) = —= — ady = hip.cosd
hip

Se deduce
cos’f +sin’f =1
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- Ademas del sistema sexagesimal, existe otro sistema para

f__,, i \ 5 medir angulos. Aprovechando la relacion entre la longitud de
/ _ A\ arco y el radio de una circunferencia para un angulo dado,
{ 7 g \ se puede establecer la medida del arco subtendido por ese

| .f‘ angulo; en este caso se dice que el angulo se mide en radia-
\ / nes. Recordemos que la longitud de una circunferencia de
N\ / radio r es S = 27r, entonces, observando la figura donde se
.// muestra un arco de circunferencia de longitud s y radio r que

subtiende un angulo 6 y teniendo en cuenta que la longitud
de arco es proporcional al angulo subtendido, se obtiene:

0 s s 0

% = g = % — S=r
Es importante recordar que esta relacién es valida inicamente cuando el dngulo € se mide
en radianes.

Es posible entonces, establecer una correspondencia entre ambas formas de medir angu-
los en una circunferencia, en la tabla de abajo se muestran algunos ejemplos de interés.

Grados 0° 307 | 45° | 60° | 90 | 120° | 135° | 150° | 180° | 270° | 360°

3

T 3w S5 37

= m m o m
Radiantes | 0 3 T er 5 | B | & 5 aT 5 Dar
\[ \[ W e La posicién estandar de un angulo se representa poniendo
= g 4 Lo : .
A B Y el vértice en el origen de un sistema de coordenadas y re-
g S i L/ = <z . . . . . o).
s k corriéndolo en sentido antihorario desde el semieje positivo

de las abscisas. En la primera figura puede verse, a modo de
. ‘ 3
ejemplo, el angulo 0 = 4.
Si se recorriese en el sentido horario, entonces el angulo se considerard negativo. Esto
5

se ve en la segunda figura, donde 6 = %W — 2m, es decir, § = —37.

También es posible llegar al mismo punto (z,y) del plano dando una cantidad entera
de vueltas (tanto en sentido antihorario como horario) a partir de un dngulo dado. En
la tercera figura se ve el angulo que se obtiene al dar una vuelta completa a partir de la

posicién inicial, o sea, 6 = 37 + 2r = L7

Como dijimos anteriormente, la definicién para las relacio-
nes trigonométricas en triangulos rectangulos no aplica para
angulos obtusos o negativos, de modo que para generalizar 6

» conviene definir la circunferencia trigonométrica. Esta
es una circunferencia centrada en el origen de coordenadas y
de radio 7 = 1, es decir que satisface la ecuacién 2%+ y? = 1.

P(cos @, sen 8)
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El punto (1;0) pertenece a la circunferencia, de modo que, si a partir de este pun-
to comenzamos a recorrer la circunferencia en sentido antihorario, al ubicarnos en un
punto (z;y) éste tiene componentes (cosf ; sinf) donde # indica la longitud de arco de

circunferencia recorrida.

A continuacién se detalla una tabla con los valores mas representativos de las funciones

trigonométricas para distintos angulos del primer cuadrante.

0 radianes sen 0 cos 0 tan 6
0° 0 0 1 0
30° /6 1/2 J3/2 V3/3
45° /4 JV2/2 V2/2 1
60° /3 132 1/2 3
90° /2 1 0 il

Veamos ahora los signos del seno y el coseno para angulos en los distintos cuadrantes:

5

sen >0 : todas las razones > (0
0 X

tan =0 cos 8> 0

En la figura pueden observarse los signos de las distintas
relaciones trigonométricas en cada uno de los cuatro cua-

drantes:

sin @ toma valores positivos en el 1¢" y 2% cuadrantes.

cos f toma valores positivos en el 1" y 4% cuadrantes.

También es posible definir un angulo equivalente a otro dado en el primer cuadrante

de la siguiente manera:

9[[:71'—9/

9]][ :7T+01

9[\/ = 27T—9,

A partir de la circunferencia trigonométrica y las definiciones vistas arriba, podemos
definir las funciones trigonométricas como aquellas que le asignan a cada ntimero real z,

las razones trigonométricas del angulo x, medido en radianes.

Definicion:

Una funcién f: R — R se dice Pertddica y su periodo se indica con T si satisface

Observacion:

flx+T) = f(x)

VreR

De aca puede verse el caracter periédico de estas funciones, dado que:

(cosf ; sinf) = (cos@ + 2km ; sinf + 2km)

con k € Z.

32



UBA XXI Analisis Matematico A (Para Ingenieria y Ciencias Exactas y Naturales)

Funcion seno

Para graficar esta funcion utilizaremos la circunferencia trigonométrica y las definicio-

nes de arriba.

Para cada x € R, la ordenada del punto del grafico (z,sin(z)), se obtiene mirando la
ordenada del punto P de la circunferencia. Esto puede hacerse con alguna precisiéon para

los miultiplos enteros o fracciones de 7.

En la siguiente grafica se resume esta informacién para la funcién f = sin(z) con

fR—=R.

|

3
L

N
[=]

E]
3

/

,

[+
=

=

W
3

Algunas caracteristicas que se deducen del grafico son:

La imagen es el intervalo [—1; 1], ya que para todo z el punto P(x) pertenece
a la circunferencia trigonométrica (que tiene radio igual a uno), por lo tanto
su ordenada verifica —1 < sin(z) < 1.

Es una funcién periédica de periodo T' = 27. Esto nos permite analizar un
intervalo, digamos el [0;27), y extender las conclusiones a todo el dominio
natural de la funcién.

El valor méximo de la funcién es y = 1y se alcanza en z = § + 2k, con

keZ.

El valor minimo de la funcién es y = —1 y se alcanza en x = 37” + 2km, con

keZ.

Los ceros de la funcion estan en x = 0+2km, con k € Z y en x = w+ 2km, con
k € Z. De forma mas sintética pueden escribirse como x = km, con k € Z.

Los intervalos de crecimiento, que van de un minimo al maximo més préximo,
tienen la forma (5F + 2km; § + 2k7), con k € Z.

Los intervalos de decrecimiento, que van de un méaximo al minimo mas proxi-
mo, tienen la forma (% + 2km; 2 + 2kw), con k € Z.

Es positiva en la unién de los intervalos (2k7; (2k + 1)7), con k € Z.

Es negativa en la unién de los intervalos ((2k — 1)7;2km), con k € Z.
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Funcion coseno

De la misma forma que hiciésemos para analizar el grafico de la funcién seno, para esta
funcién también utilizaremos la circunferencia trigonométrica y las definiciones de arriba.
Para cada x € R, la ordenada del punto del gréfico (z,cos(z)), se obtiene mirando la

abscisa del punto P de la circunferencia.

A continuacion se muestra un grafico en el que se resume esta informacién para la

funcién f = cos(z) con f: R — R.

/S
|
B
iLi
I
{ =]
18
i
5
s
5
g A
N

Algunas caracteristicas que se deducen del grafico son:

La imagen es el intervalo [—1; 1], ya que para todo z el punto P(x) pertenece
a la circunferencia trigonométrica (que tiene radio igual a uno), por lo tanto
su abscisa verifica —1 < cos(x) < 1.

Es una funcién periédica de periodo T' = 27. Esto nos permite analizar un
intervalo, digamos el [0;27), y extender las conclusiones a todo el dominio
natural de la funcion.

Es facil ver a partir de ambos graficos que el grafico del coseno esta corrido en

7 unidades hacia la izquierda del grafico del seno, es decir cos(z) = sin(z+7).

Este resultado sera 1til para describir las caracteristicas del coseno a partir
de las descritas arriba para la funcién seno.

El valor maximo de la funcion es y = 1 y se alcanza en x = 2kw, con k € Z.

El valor minimo de la funcién es y = —1 y se alcanza en x = (2k + 1), con
ke Z.

Los ceros de la funcién estdn en x = 7 + 2k, con k € Z.

Los intervalos de crecimiento, que van de un minimo al maximo més proximo,
tienen la forma ((2k — 1)m; 2k7), con k € Z.

Los intervalos de decrecimiento, que van de un méaximo al minimo mas proxi-
mo, tienen la forma ((2k)m; (2k + 1)7), con k € Z.

Es positiva en la unién de los intervalos (2k7 — 7; (2k 4+ 1)7 — §), con k € Z.

Es negativa en la unién de los intervalos ((2k — 1) — Z;2km — 7), con k € Z.
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Ecuaciones trigonométricas

Veamos, a partir de algunos ejemplos, como hallar las soluciones de distintas ecuaciones
trigonométricas.

Ejemplo 1:

N[ =

Hallar todos los valores de € R para los cuales se verifica sin(z) =

Resolucion:
Una solucion la encontramos en la tabla: © = %

Hay otra solucién en el segundo cuadrante (ver grafico con signos segin cuadrantes):

— 7 _ T _5
r=T— g =gm

Por lo tanto, la forma general de todas las soluciones en los reales se escribe como
d
S:{l'[:%—i-Qkﬂ'; l’][:67T—|—2k7T, kGZ}

Ejemplo 2:

N |+

Hallar todos los valores de z € R para los cuales se verifica cos(z) = —

Resolucion:
Mirando la tabla encontramos que, en el primer cuadrante: x = %
Necesitamos las soluciones negativas, esto es, en el tercer y cuarto cuadrantes (ver grafi-
s 2 4

. . i - _ O . )
co con signos segin cuadrantes): x;; = T — 3 = 3Ty X =T+ 75 = 37, respectivamente.

Por lo tanto, la forma general de todas las soluciones en los reales se escribe como
2 4
S:{$[[:§W+2/€7T; .CL’[U:§7T—|—2]€7T, kEZ}

Ejemplo 3:
Hallar todos los valores de x € R para los cuales se verifica la ecuacion

2sin(3x + %) =2

Resolucion:
Usemos la sustitucion 3z + 7 — 6. De esta forma, la ecuacion que tenemos que resolver

es
2
2sin(f) = V2 — sin(f) = %

La solucién para el dngulo agudo es (mirando la tabla), es ; = 7. Ademads, el seno

también es positivo en el segundo cuadrante, donde 0y =7 — 7 = %7?.

Ahora volvemos a la variable original y despejamos las soluciones asociadas a cada
cuadrante.
Por lo tanto, la forma general de todas las soluciones en los reales se escribe como

T 2
__|__

2
Sz{sz—lmr;xnzfs 3

. kr | k €7}
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Inversas de las funciones seno y coseno

Como se vio en la primera parte de funciones, el grafico de la inversa se obtiene tomando
el simétrico con respecto a la recta y = x; de modo que las funciones deben ser biyectivas
en todo su dominio.

La funcién f(x) = sin(z), con f : R — [—1; 1] no es biyectiva y, por lo tanto, no admite
inversa en ese dominio. De modo que, si se quiere definir una inversa para esta funcion,
tendremos que restringir su dominio. Esto se logra eligiendo cualquier intervalo donde el
grafico de la funcién sea mondtona (creciente o decreciente).

Una posibilidad serfa elegir el intervalo [5'; 7], donde la
. funcién es creciente y toma todos los valores entre y = —1 y
i3 y=1.
| / De esta manera, f(z) = sin(z), con f: [ 5] — [—-1;1],
es una funcion biyectiva.

Su inversa se dice arco seno y se nota: f(x) = arcsin(x),
g con f:[-1;1] — [F5; 7]
/ 5 Esta funcion verifica:

arcsin(z) =y <> sin(y) =«

Anélogamente, en el intervalo [0; 7], el coseno es decrecien-
te y toma todos los valores entre y = —1 y y = 1.

Asi, la funcién f(x) = cos(z), con f : [0;7] — [—1;1]
: admite inversa.

Su inversa se dice arco coseno y se nota f(z) = arccos(x),
con f:[—1;1] — [0; 7]
K & " Esta funcion verifica:

arccos(x) =y <> cos(y) = x

Corrimientos y cambios de escala

Efectuando distintas composiciones pueden obtenerse funciones cuyos graficos se aseme-
jan a los ya estudiados pero con ciertos corrimientos. Estudiemos qué cambios se producen
en el grafico de la funcién f = sin(z) con f : R — [—1;1], al componerla con funciones
lineales (idénticas conclusiones valen para la funcién coseno).
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» Sean g(x) =x+ccong:R — Ry h(z)=(fog)(x), entonces h(z) = sin(z + ¢).
Esta composicién produce una traslacion del grafico de f, hacia la izquierda si ¢ > 0
y hacia la derecha si ¢ < 0. Esta transformacion conserva el periodo y la imagen de

f.

Zn iz = iz u‘ niz \/ N
a

» Si h(z) = (go f)(x), entonces h(x) = sin(x) + ¢. En este caso el grafico de f se
corre hacia arriba si ¢ > 0 y hacia la abajo si ¢ < 0. Esta transformacion conserva
el perfodo de f pero Imh = [c — 1;¢+ 1].

a2 R iz B 2 L2 32 o

» Siahora g(z) =azx con g: R — Ry h(z) = (fog)(z), entonces h(x) = sin(az).
Si |a| > 1, la composicién provoca una “compresiéon” horizontal del grafico.
Si0 < Ja|] <1, el grafico se “dilata” horizontalmente.

Sia < 0, ademéas de dilatarse o comprimirse, el grafico del seno se invierte con
respecto al eje de las ordenadas (por ser una funcién impar), mientras que el del
coseno no se altera (ya que es una funcién par).

Esta composicion mantiene la imagen, pero el periodo se transforma en T = %

Abajo se muestran composiciones para a = 3 (en rojo) y a = 1/2 (en verde).
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» Sih(x) = (go f)(x), entonces h(z) = asin(x).
Si |a| > 1, la composicién provoca una “compresién” vertical del gréfico.
Si0 < |a| <1, el grafico se “dilata” verticalmente.

Si a < 0, ademéas de dilatarse o comprimirse, el grafico del seno se invierte con
respecto al eje de las abscisas.

Esta transformacion conserva el periodo de f pero Imh = [—|al; |a|]. Se dice en este
caso, que la amplitud de la funcién es a.

Veamos con un ejemplo, como proceder con las distintas composiciones para llegar a la
forma més general posible.
Ejemplo 1:

A partir del grafico de la funcién f = sin(z) con f : R — [—1; 1] y los corrimientos vistos
arriba, graficar la funcién h(x) = —3sin(2z — 7). Determinar analiticamente periodo,
imagen y ceros de h.

Resolucion: La siguiente figura muestra la funcién seno (en linea de trazos) y la funcién
h (linea sélida), con todos los corrimientos realizados.

Completando el andlisis de las caracteristicas de h:
» Imagen de h es Im h =[-3;3].
s Periodo T = 27” = T.

= Ceros de h: habfamos visto que los ceros de la funcién f(x) = sin(z) en los reales
se pueden escribir como x = km, con k entero. Entonces, los ceros de h seran
T

, 7r 7r T m
h(:c)H—Ssm(Qx—Z)—0<—>(2x—z)—k77<—>2$—k7r+zHx—k§+§
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Tangente, secante y cosecante

Co = {nr}, conn € Z.

Definicion: Si x € Ry cos(x) # 0, se define tan(z) (se lee:
tangente de x) como:

sin(x)

tan(z) =
() cos(z)
El dominio natural de la tangente es R — {§ + 2kn}, con
k € 7Z; es decir, los reales menos el conjunto de ceros del
coseno.
Los ceros de la tangente son los ceros del seno, es decir,

A partir de las funciones seno y coseno, se definen también las siguientes funciones

trigonométricas:
1
secante :  sec(z) =

cos(z)

1
cosecante :  csc(x) = —
sin(z)
cos(z) 1
cotangente :  cot(z) = — =
sin(z)  tan(z)

Algunas identidades ttiles

= sin’(z) + cos?(z) = 1

» sin(a + ) = sin(a) cos(f3) + sin(5) cos(«)

os(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(S3) sin()

» sin(2a) = 2 cos(a) sin(a)

» cos(2a) = 2cos?(a) — 1
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