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Practica 1

Conjuntos

Definiciones y propiedades

Conjuntos, pertenencia e inclusién

Un conjunto es una coleccién de objetos. A los objetos que forman un conjunto, se los llama
elementos del conjunto. En un conjunto, no importa el orden de los elementos, ni se tienen en

cuenta repeticiones de elementos.

Algunos conjuntos que se utilizan frecuentemente en matematica son los siguientes:
» N=1{1,2,3,4,...}, el conjunto de los nimeros naturales;
» Z={...,—2,-1,0,1,2,...}, el conjunto de los nameros enteros;
s Q= {% ca€Z,beN } , el conjunto de los nameros racionales (fracciones);
» R, el conjunto de los ntimeros reales.

Se define el conjunto vacio como el conjunto que no tiene ningtin elemento, y se lo representa
con el simbolo @.
Si A esunconjuntoy a es unelemento de A, se dice que a pertenece a A,y seescribe a € A.

Si un objeto b no pertenece a un conjunto A, escribimos b & A.
Dos conjuntos A y B son iguales si tienen exactamente los mismos elementos. En este caso, se

escribe A = B.

Dos formas de describir un conjunto son por extension y por comprension. Por ejemplo, el con-

junto A que contiene a todos los niimeros naturales del 1 al 4 se puede definir como sigue:
» (por extension) enumerando todos sus elementos, escritos entre llaves: A = {1,2,3,4};

» (por comprension) a través de una propiedad que verifican los elementos del conjunto y

ningtunotro: A={n e N: n <4}.

Para definir un conjunto por comprension, usualmente se necesita dar un conjunto referencial,
también llamado conjunto universal y que se nota U/, de donde se eligen los elementos. En el

ejemplo anterior, el conjunto referencial es ¢/ = N.
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Se dice que un conjunto B estd incluido en un conjunto A, o que B es un subconjunto de A,
si cada elemento de B es un elemento de A. En este caso, se nota B C A.Si B no es un
subconjunto de A, escribimos B Z A.

Observamos que:
= QC Ay AC A paratodo conjunto A;
» si A,By C son conjuntos tales C C By B C A, entonces C C A;

»m A=Bsiysflosi ACByBCA.

Unién, interseccién y complemento

Sean A y B dos conjuntos.

» Launiéon de A y B, que se nota A U B, es el conjunto formado por todos los elementos
que pertenecen al conjunto A o al conjunto B (o sea, los elementos que pertenecen a
alguno de los dos conjuntos, incluyendo los que pertenecen a ambos); es decir, AU B =
{x: x€ Ao xeB}.

» La interseccion de A y B, que se nota A N B, es el conjunto de todos los elementos que

pertenecen simultdneamente a A ya B;esdecir, ANB={x: x€ Ay x € B}.

» La diferencia de conjuntos “ A menos B”, que se nota A\ B, es el conjunto formado por
los elementos de A que no pertenecen a B;esdecir, A\B={x: x € Ay x ¢ B}.
Observamos que, en general, las diferencias A\ B 'y B\ A no son iguales.

Si A es un conjunto incluido en un conjunto universal U/, el complemento de A (en U), que

notaremos A€, es el conjunto de todos los elementos de ¢/ que no pertenecen a A; es decir,
A={xecl: x¢ A}.

Ejercicios

Ejercicio 1. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) 2€{1,2,3,6,7} b) 3¢{1,2,3,6,7}
c) {2,6} €{1,2,3,6,7} d) {2,6,8} € {1,2,3,6,7}

e) {2,4} ¢ {1,2,3,6,7}
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Ejercicio 2. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) 2e{xe€Z:1<x<8}
b) 3,r} C{xeZ:1<x<8}
c) {2,3} C{xeR: x> -5x+6=0}
d {xeR:x*-5x+6=0}=1{2,3}
Ejercicio 3. Describir por extension los siguientes conjuntos.
a) {1,2,3,6,7}U{2,4,6} b) {1,2,3,6,7} U{1,2,3} c) {1,2,3,6,7}U{9,10,11}
d) {1,2,3,6,7} N {2,4,6} e) {1,2,3,6,7} N {1,2,3} ) {1,2,3,6,7} n{9,10,11}
9) ({1,2,3,6,7} n{2,4,6})U{1,2,5} h) {1,2,3,6,7} N ({2,4,6} U{1,2,5})
i) ({1,2,3,6,7}U{1,2,5}) N ({2,4,6} U{1,2,5})

N ({1,2,3,6,7}n{2,4,6})U ({1,2,3,6,7} N {1,2,5})

Ejercicio 4. Describir por extension los siguientes conjuntos.

a) {a,b,c,d}\{a,b,e} b) {a,b,e}\{a,b,cd}
c) ({a,b,c,d}\{a,be})U{ab,e} d) ({a,b,e}\{ab,c,d})U{ab,cd}
e) {a,b}\{a,b,cd} f) {a,b,c,d}\{ab} Q) {a,b,c}\{d, e}

h) {a,b,c,d}¢, siendo U = {a,b,c,d,e, f,g} el conjunto universal

i) {a,b,c,d}°,siendo U = {a,b,c,d, e} el conjunto universal

Ejercicio 5. Graficar en la recta los siguientes conjuntos.

a) A={xeR:x*=09} b) B={xceR:x>4y x<7}

o) C={xeR:x<40x>7} d D={xeR:2<x<5}

¢) AND f) BNC 9) BUD h) BOD

i) D\ A j) B\D k) B¢,siendo U =R

Ejercicio 6. Graficar en el plano los siguientes conjuntos.

3
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a)A:{(x,y)ERZ:1§x§8,1§y§4}

b) B={(x,y) eR?: 1<x<8,1<y<4}

) C={(x,y) eR?: 3<x<52<y<3}

d D={(x,y) eR?: 5<x<9,2<y<3}

e) A\B f) A\C Q) A\D h) C\D
i) ANC j) AUC ky AnD ) AuUD
Ejercicio 7. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, siendo &/ = R el
conjunto universal.

a) {xeR: x>0y x<2}={xeR: x<0o0 x>2}

b) {xeR: x>1yx<3}°={xeR:x<1o0x>3}

o) {xeR: x<20x>3}={xceR: x>20 x<3}

d {xeR: x<20x>3}={xeR: x>2y x<3}
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Practica 2

Ntumeros Complejos

Definiciones y propiedades

El conjunto C de los ntimeros complejos se define como
C={z=a+bi/abecR, i*=—-1}

La representacion z = a + bi de un ntmero complejo se llama la forma binémica de z, a
se llama la parte real de z y escribimos Re(z) = a, y b se llama la parte imaginaria de z y
escribimos Im(z) = b.
Dados z,w € C,

z=w <= Re(z) =Re(w) e Im(z) = Im(w).

Siz=a+biyw=c+di, definimos la suma y el producto de z y w en la forma
z+w=(a+c)+ (b+d)i (suma)

zw = (ac — bd) + (ad + be)i (producto)

La suma y el producto son asociativos y conmutativos y, ademas, vale la propiedad distribu-

tiva del producto respecto de la suma.

Notacién: a + (—=b)i=a—bi, a+0i =a, 0+ bi = bi.

Si z =a+ bi € C, llamaremos conjugado de z al nimero complejo Z = a — bi y médulo de z

al nimero real no negativo |z| = v/a? + b?. Se verifican:

a) 2z = |z b) siz#O,z‘lzé
Propiedades de la conjugacion:
Cl)z=z C2)z+tw=zZ+w C3) zw=2zZw
C4) siz#£0,z 1=z C5) z+Z = 2Re(2) C6) z—z =2Im(z)i
Propiedades del modulo:
Ml) z=0 < |z| =0 M2) |z| = |z] M3) |zw| = |z]| |w|
M4) |z| = |—z| M5) siz #0, |z~ = |z M6) siw # 0, %‘ = %



CICLO BASICO COMUN - UBA - ALGEBRA A (62) (INGENIERIA)

Siz=a+bi e C,z#0,llamaremos argumento de z al inico niamero real arg(z) que verifica

0 < arg(z) < 2, cos(arg(z)) = % y sen(arg(z)) = %

La forma polar o trigonométrica de z es
z = |z| (cos(arg(z)) + i sen(arg(z)))
Se verifican:

» si z=p(cos(a)+isen(a)) con p,a € R, p > 0, entonces |z| = p y arg(z) = a + 2k
para algin k € Z.

m siz=p(cos(a)+isen(a)) y w=1(cos(f)+isen(f)),conp,a e R,p>0y7,BER,

T > 0, entonces

z=w <= p=7T y «a=p+2km para algink € Z.

Siz€ C, z=|z|(cos(a) +isen(a)), la notacién exponencial de z es z = |z|e™®.

Teorema de De Moivre. Sean z,w € C, z #20, w # 0.

Si z = |z| (cos(w) +isen(a)) y w = |w| (cos(B) +isen(B)), entonces
zw = |z| |w| (cos(a + B) +i sen(a + B))

es decir,
2| e |w| e = |z |w| e “HB).

Como consecuencia, se deduce que:

z7l = |zt (cos(—a) 4 i sen(—a)) esdecir, z71 = |z| e
z = |z|(cos(—a)+isen(—a)) esdecir, z = |z[]e ™

% = ‘%(cos(oc — B) +isen(a — B)) es decir, % = %e““‘ﬁ)
z" = |z|" (cos(na) + i sen(nw)) esdecir, z' = |z|"el(™)

Siw e C, w# 0, unaraiz n-ésima de w es un numero z € C tal que z" = w.Si z es una raiz

n-ésima de w, entonces

2 = fulr (cos(TELLEET) 4 joen (MBI 20T) )

para algiin niimero entero k talque 0 <k <n —1.
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EJERCICIOS

Ejercicio 1. Dar la forma binémica de z en los casos
a) z=1—i(2+1)
b) z=(1+2i)(3—1)?

c) z=(3+4i)!

Ejercicio 2. Hallar todos los nimeros complejos z que satisfacen

a) (1+i)z4+5=2-3i b) i(z—5) = (1+3i)z
z—1 ) 241 2+2i
i ] d =

‘) z T ) z z+1

Ejercicio 3. Dar la forma binémica de todos los nimeros complejos z que satisfacen
a) Z(z+1)=11+43i
b) Re(z).z=4+6i

c) Im(z).z+iRe(z).Z = 2Re(z).Im(z)

Ejercicio 4. Dados z = 1+3i y w = 4+ 2i, representar en el plano, sin calcularlos, los

numeros complejos z, —z, 2z, —3w, —w, z+w, w—zy Z — 3w.

Ejercicio 5. Sabiendo que 2 + 2i; —2 +2i; —2 — 2i y 2 — 2i son los vértices de un cuadrado de
lados paralelos a los ejes cuyas diagonales se cortan en z = 0, hallar wy, wy, w3, wy € C que
sean los vértices de un cuadrado de lados paralelos a los ejes del mismo tamafio que el dado

pero cuyas diagonales se corten en z = 3 + 5i.

Ejercicio 6. Calcular |z| en los casos

a) z =i(4— 3i) b) z=(1+1i)®
) z=+/5(1+2i)"1 (1+1) d) z=1-i(2+1)
e) z=(—7i)|(1—i)7! ) z=v2(-1+i)"1(3+1)8

V3

Ejercicio 7. Dado z = 5 + 71’ ,hallar a,b € R no nulos tales que w = a + bi sea multiplo

real de z y la diagonal del rectangulo de vértices 0, a, w y bi en el plano complejo mida
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a) 7 b) 15 c) k,donde k es un nimero

real positivo dado.

Ejercicio 8. Representar en el plano complejo

a) {zeC: |z| =2} by {zeC: |z| <2}

) {zeC: |z—1+i] =2} d) {zeC: |z—1+i] <2}

e) {zeC: |z—1+4i| >2} f) {z € C: Re(z) +Im(z) =1}

2) {z € C: Re(z) +Im(z) > 1} h) {z € C:Im(z) <2Re(z)+1y |z| <1}

Ejercicio 9. Representar en el plano complejo
a) {zeC/|z—1|=|z+i|}
b) {z€C/|z—1-2i| <2yIm(z) > Re(z) — 1}
c) {zeC/|3z-3|>6y |z| <|]z—1—i|}
Ejercicio 10. Escribir en forma binémica todos los z € C tales que
a) z2 =3+ 4i b) z> = —8i

) 22-2z+5=0 d) z(z+1) =5+5i

Ejercicio 11. Sin calcular Re(z) e Im(z), representar en el plano complejo

a) z = 2(cosm + i senrr) by z=3 (cosgn + isen;n)
) z= 4 +i 4 d z=5 37T+i 371
€) z = cos m+isen 7 z=5|cos; sen

Ejercicio 12. Hallar el médulo y el argumento de z y expresar a z con la notacién exponencial

en los casos

a) z=+7 b) z=-2 c) z= —6i

d) z=2+2i e) z=1+/3+i f) z=—1—+/3i
) z= -3 177r—|—i n177r h) z = 77r—i n77r

Q) z= cos— sen— = cos; sen
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i)z—4< n—l—i nn>1 ) COST[—i—icosz
=4 (cos sen— j G G

Ejercicio 13. Representar en el plano complejo

a) {zeC/1< |z| <4yarg(z) = g}
D {ze€C/|z—1| =3y0 < arg(z) < g}
c) {z€ C/Re(z) > Im(z) y m < arg(z) < Zn}

Ejercicio 14. Hallar la forma polar de z en los casos

(1, V3, . , S
a) z=(1+1) (E + 71) b) z=(-3i)(—1+1) (cosg +1i seng)
5
) z=(—1++/3i)82+2i)7! d) z = (sen27n —i cosz7n>
Ejercicio 15. Hallar la forma binémica de z en los casos
D) 2= (—V3+0)6(1— i) Y ———
(1+ \/gz)ll
()P Cm
C)Z_(—l—i)31 d)Z—3<c035+zsen5>

Ejercicio 16. Hallar las raices n-ésimas de w y expresarlas con la notacién exponencial en los

casos
agn=3,n=4yn=6, w=1 by n=6, w=-1
1 3, .
:4 = —— _— = =
c) n , w 2+21 d n=5, w=i
) n=3, w=5-5i fln=4, w=-8+8V3i

Ejercicio 17. Determinar todos los z € C que satisfacen

— —1+1i\°
a) z6 = —1 b) 2% = iz2 c28:< )
) ) ) NCER,
d) z4 = —z* e) 22 +4ilz| =0 f) 2% = (1+2i)
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Ejercicio 18.

a) Hallar los vértices de un hexdgono regular inscripto en la circunferencia de centro zgp = 0

y radio 2 y que tiene a 2 como uno de sus vértices.

b) Hallar los vértices de un hexdgono regular que esté inscripto en la circunferencia de

centro zg = 1 +1i y radio 2.

c) Hallar los vértices de un hexagono regular que esté inscripto en la circunferencia de

centro zg = 1 +1i y radio 4.

d) Hallar los vértices del hexdgono regular inscripto en la circunferencia de centro zgp = 0
y radio 2 que se obtiene rotando en sentido antihorario el hexdgono hallado en 4) en un

an ulouc—7—r

e) Hallar los vértices del hexdgono regular inscripto en la circunferencia de centro zg = 0

y radio 2 que tiene dos de sus vértices sobre el eje imaginario puro.

f) Hallar los vértices del hexdgono regular que tiene a w = 3 +4i como uno de sus vértices

y que estd inscripto en una circunferencia de centro zp = 0.
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Practica 3

Polinomios

Definiciones y propiedades

En lo que sigue, K significa Q, R o C.

Un polinomio con coeficientes en K es una expresion de la forma
n .
P(x) = apx’ + mxt + apx® + - 4 a,x" = Y aid
j=0

conne€Ngyaj€Kparaj=0,...,n.
Indicaremos con K[x] al conjunto de polinomios con coeficientes en K y consideramos en

K[x] las operaciones de suma y producto usuales.

Dado P € K[x] nonulo, P(x) = agx® + a;x! + ax? + - - - + a,x" con a, # 0, decimos que a,
es el coeficiente principal de P y definimos el grado de P como gr(P) = n. Por convencién, el

polinomio nulo no tiene grado.

Propiedades. Dados P,Q € K[X], P#0y Q #0,
= gr(PQ) = gr(P) +8r(Q);
= si P+ Q # 0, entonces gr(P + Q) < méax{gr(P),gr(Q)};
« si gr(P) # gr(Q), entonces gr(P + Q) = méx{gr(P), gr(Q)}
Algoritmo de divisién. Dados P, Q € K[x]|, Q # 0, existen tnicos S, R € K][x] tales que
P=QS+R y R=0o gr(R)<gr(Q).
El polinomio R se llama el resto de la divisiéon de P por Q. Cuando este resto es el polinomio

nulo (es decir, si P = QS), decimos que P es divisible por Q o que Q dividea P.

n .
Dados P € K[x], P(x) = } a;x,y z € K, llamaremos especializacién de P en z al nimero
j=0

n .
P(z) =) _ajz y diremos que z es raiz de P si P(z) = 0.
j=0

Teorema del resto. Sean P € K|[x] y z € K. Entonces el resto de la divisién de P por x —z es

igual a P(z).En particular, z esraizde P siysélosi x —z dividea P.

1
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Si P € K[x] y z1,22,...,2, son r raices distintas de P, entonces

P=(x—z1)(x—23)...(x —z).Q
para algan Q € K|x].

En consecuencia, si P € K[x] tiene grado 7, entonces P tiene a lo sumo 7 raices en K.

n .
Teorema de Gauss. Sea P € Z[x], P(x) = Za]-x], con a, #0yag#0.5i Z € Q esraiz de
i=0

J
P (con p € Z y q € N sin factores primos en comtn), entonces p es un divisor de ap y g es

un divisor de 4, .

Teorema fundamental del dlgebra. Si P € C[x| y gr(P) > 1, existe z € C tal que z es raiz
de P.

Propiedad. Si P € R[x] y z € C, entonces z es raiz de P siy s6losi z es raizde P.

Sea P € K[x] y sea k € N. Diremos que z € K es una raiz de P de multiplicidad k si existe
Q € K[x] con Q(z) # 0 tal que P(x) = (x — 2)*Q(x).

n . n ;
Dado P € K[x], P(x) = Y _ ajx/, el polinomio derivado de P es 9P(x) = Y_ jajx) ' € Klx].
L =

j=0
Propiedades. Dados P,Q € K[x] y a € K,
a) d(P+ Q) = 0P +9Q b) 9(PQ) = (aP).Q + P.(3Q) ¢)d(ax’) =0

Escribimos 9*P = 9(dP), 9P = 9(3?P) = 9(3(dP)), a"P = 3(a"™ 'P) = 3(3(... (aP))).
Propiedad. Si P € K[x] y z € K, vale que z es una raiz de P de multiplicidad k siy s6lo si
P(z) =0, 3P(z) =0, P(z) =0, ...,0* 'P(z) =0 y o*P(z) # 0.

Dados un polinomio f € R[x] y xp € R unaraiz de f, el orden de contacto entre la curva y =
f(x) yeleje x enel punto (xg,0) eslamultiplicidad de xp comoraiz de f.Ma4s generalmente,
si f,g € Rlx] y xo € R estal que f(xg) = g(x0), el orden de contacto entre las curvas

y = f(x) e y = g(x) enel punto de abscisa x( es la multiplicidad de xo como raizde f —g.

Polinomio interpolador de Lagrange. Sean ao, 4y, ...,a, € K tales que a; # aj sii # j y sean
by, by, ..., b, € K. Existe un tinico polinomio L € K[x],con L =0 o gr(L) < n, que satisface
L(a;) = b; parai=0,1,...,n. Este polinomio es

n

[T(x—a)

n k=0

L(x) = Y biLi(x) donde Li(x) =

n

=0 [ T(ai —ap)

k=0
k#i
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EJERCICIOS

Ejercicio 1. Calcular PQ, P+3Q y (P + 2x)xQ?, indicando en cada caso el coeficiente prin-
cipal y el grado.

a) P(x)=2x>—-3, Q(x) = x*
b) P(x) =3x>-2x—1, Q(x) = —x*>+1
c) P(x)=x>—x,Q(x) = —x*>+3

d) P(x)=-2x+3, Q(x) =x+2

Ejercicio 2. Determinar el grado del polinomio P sabiendo que (1 + x?Q)xP tiene grado 11

y que Q es un polinomio de grado 5.
Ejercicio 3. Hallar, si existen, a,b,c € R tales que x*> + 8x = a + bx? + c(x +1)(x + 3).

Ejercicio 4. Hallar el cociente y el resto de la divisiéon de P por Q.
a) P=2x*—-15x>-5x+1,Q=x—3
b) P=x>—2x34+4x2—3x+4, Q=x2+1

) P=4x+x3+x+1, Q=222 —x+1

Ejercicio 5. Determinar todos los a4 € R tales que x* — 2x® + 2x?> — 8x — 8 es divisible por
2
X +a.

Ejercicio 6. Determinar todos los a € R tales que
a) P(2) = —6,para P(x) = ax?> — x
b) P(x)=2x*—3ax?>+1— 54 tenga a cero como raiz
¢) P(—1) =a,para P(x) = ax’> +ax+5

Ejercicio 7. Determinar todas las raices de P en los casos
a) P(x)=x>+(1—i)x+2—2i

b) P(x)=ix®—1
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Ejercicio 8. Determinar todas las raices de P en C y escribirlo como producto de polinomios

irreducibles en C|[x] y en R[x].
a) P(x) =3x3+x>+12x +4

b) P(x) = %x3 +2x% + %x —~7

c) P(x) :x4+zx3+§x2—2x—1
2 2

d) P(x) = (5x*45)(x> —2)

e) P(x)=4x*—9x? -9

f P(x) =x*+5x>+9x%> +8x +4

¢) P(x) = x* — x3 —9x?> — x — 10, sabiendo que i es raiz

h) P(x) = 3x> —4x* + 7x> + 19x? — 22x + 5, sabiendo que 1 + 2i es raiz

Ejercicio 9. Determinar todas las raices de P en C.
a) P(x) = x* — x®+ 3x% — 4x — 4, sabiendo que tiene una raiz imaginaria pura.

b) P(x) = x® — (3 + 3i)x? + 8ix + 4 — 4i, sabiendo que tiene una raiz real.

Ejercicio 10. Determinar la multiplicidad de z como raiz de P.
a) P(x) = (x>+4)(x —2)3(x*-8), z=2
b) P(x) =x0+xt—x2—1, z=i
c) P(x)=2x*—-7x>+9x>—-5x+1, z=1
d) P(x)=2x*-7x3+9x2 -5x+1, z= %
Ejercicio 11. Sabiendo que P tiene una raiz multiple, hallar todas sus raices y escribirlo como
producto de polinomios de grado 1.

a) P(x) = 4x3+8+/3x% +15x +3+/3

b) P(x) = x>+ 3ix> + 4i
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Ejercicio 12. Sea P(x) = 3x° + ax* + ax + 3. Hallar a € R para que —1 sea raiz mdltiple de
P . Para el valor hallado, calcular la multiplicidad de —1 como raiz de P y escribira P como

producto de polinomios irreducibles en R[x] y en C[x].

Ejercicio 13.

a) Hallar P € C[x]| de grado minimo que tengaa —1 comoraiz, a 2+ 3i como raiz multiple

y que verifique P(1) = 20.

b) Hallar P € R[x| de grado minimo que tengaa —1 y a 2 + 3i como raices y que verifique
P(2) =3.

¢) Hallar P € R[x] moénico de grado minimo que tenga a —1 como raiz y a 2 + 3i como

raiz doble.

Ejercicio 14. Determinar el orden de contacto de las curvas y = f(x) e y = g(x) en el punto

de abscisa xg.
a) f(x)=-3x"+x3+2x?, ¢(x) =0, x =0
b) f(x) =x>+5x%—3x* —7x2+6x—2, ¢(x) =0, x9=1
o f(x)=x2>—2x2+x+1,g(x)=-2x>+x+1,x=0

d) f(x)=x*+x3+x2+5,¢(x) = —2x3+1, xg = -2

Ejercicio 15.
a) Encontrar la ecuacién de una parédbola que pase por los puntos (1,—1), (0,1) y (2,2).

b) Encontrar un polinomio P de grado a lo sumo 3 que verifique P(1) = 2, P(0) = —1,
P(2)=2y P(-1) =1.
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Practica 4

Algebra vectorial - Primera parte

Definiciones y propiedades

Vectores en R? y en R3

Una flecha que sirve para representar cantidades fisicas (fuerzas, velocidades) es un vector.
Para dar un vector necesitamos un origen (P ) y un extremo ( Q) que lo determinan totalmente,

proporcionando su direccién, longitud y sentido.

Q

/'

P

Vectores equivalentes son los que tienen igual direccion, longitud y sentido. Los siguientes vec-

tores son todos equivalentes:

/

Los vectores se pueden sumar. La suma, v+ w,de v y w es equivalente a una de las diago-

nales del paralelogramo de lados v y w:

También se puede multiplicar un vector por un nimero (escalar). El resultado es un vector de

igual direccién que el dado; el namero afecta la longitud y el sentido del vector.
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En el plano R? los puntos estdn dados por pares de ntiimeros reales (sus coordenadas) por lo
que, para dar un vector, bastard dar dos pares de nlimeros reales que caractericen su origen y
su extremo. En la figura que sigue, v = Zﬁ estd dadopor P = (1,2) y Q= (5,3) y w = OR
estd dadopor O = (0,0) y R =(2,1).

Algo andlogo se puede decir en el espacio de tres dimensiones R3; ahora, cada punto, en
particular el origen y el extremo de un vector, estard dado por una terna de nlimeros reales.
En la figura que sigue, v = Iﬁ estd dadopor P = (2,3,1) y Q = (1,1,4) y w = OR est4
dado por O = (0,0,0) y R = (3,0,0).

En adelante trabajaremos con vectores cuyo origen O tiene todas sus coordenadas iguales a
0 (O = (0,0) en R? y O = (0,0,0) en R?), identificando entonces el punto P con la flecha
OP.

Dados P = (p1,p2) y Q = (91,92) en R?, definimos
» lasuma como P+Q = (p1+q1,p2+92) ¥
» el producto por un escalar ¢ € R como c¢.P = (cpy,cp2).
Analogamente, en R3,si P = (p1,p2,p3) Y Q = (41,92, 93) , se define
» lasuma como P+Q = (p1+4q1,p2+92,p3+43) v
» el producto por un escalar ¢ € R como ¢.P = (cpy, cpa, cp3) -

2
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Escribimos P — Q = P+ (—1).Q (es decir, resta coordenada a coordenada).

En este contexto vale:

a) 1@ es equivalente a 1@ siysblosi S—R = Q — P. En particular, 1@ es equivalente a
OR siysolosi R=Q — P.

b) 1@ y RS son paralelos o tienen igual direccion si existe k € R, k # 0, tal que Q — P =
k.(S—R).
Sik>0, Zﬁ y RS tienen igual sentido; si k < 0, 1@ y RS tienen sentidos opuestos.

Vectores en R"

Generalizando lo anterior, llamaremos punto o vector en el espacio R" a una n-upla X =
(x1,%2,%3,...,%,),donde xq,x2,x3,...,X, son nimeros reales. Estos nimeros son las coorde-
nadas de X.

Si P=(p1,p2ps---,Pn)y Q= (91,9293, ---,9n) decimos que
P=0Q siysc’)losi Pr=4q91, P2=492, P3=4943, -+, Pn ={n-

Definimos
» lasuma como P+Q = (p1+q91,p2+92,p3+G3,-- -, Pn+qn) V
= el producto por un escalar ¢ € R como c.P = (cp1,cpa, cp3,---,CPn) .-

El vector con todas sus coordenadas cero se notara O = (0,0,0,...,0)

Propiedades. Las siguientes propiedades para la suma de vectores y el producto de un escalar

por un vector valen en cualquier espacio de vectores R":
1) P+(Q+R)=(P+Q)+R
2) P+Q=Q+P
3)SiceR, c.(P+Q)=cP+cQ
4) SicieRyceR, (c1+c)P=c1.P+cP y (c162).P = c1.(c2.P)
5 O+P=P
6) 1L.P=P
7) P+ (-1).P=0 Notacién: —P = (—1).P

8) 0.LA=0
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Producto interno o escalar

Dados dos vectores v = (v1,7;) y w = (wy,w,) en R?, se define el producto interno (o escalar)
de v y w como el niimero real v-w = vjw; + 0w, .
En R3,si v = (v1,02,03) y w = (wy,wa, w3), el producto interno (o escalar) de vy w es el

numero real v-w = 01wy + vawy + v3W3.

Propiedades.

PEl. v-w=w-v

PE2. v-(W+z)=v-wH+v-z=(W+2z) -V

PE3. Si ke R, (kv) - w=k(v-w)=v- (kw)

PE4. Siv=0, v.-v=0.Siv#0, v-v>0.

Diremos que dos vectores v y w son ortogonales o perpendiculares si v-w = 0.

Producto vectorial

Si v = (v1,02,03) y W= (wy,ws, w3) son vectores de R3, el producto vectorial v x w se define
como el vector v X w = (vw3 — v3Wwy, V3w — VW3, V1Wy — Vpwy). Notar que el producto

vectorial de dos vectores en R es un vector en R3.

Propiedades.
PVl. vxw=-wxv

PV2. vx (W+2z)=(vXw)+ (vXz)

(WHz)xv=(WxvV)+(zxV)
PV3. Sik € R, (kv) xw=k(vxw)=vx (kw)
PV4. vxv=0

PV5. v x w es perpendiculara vya w

Rectas

Dado en el plano R? un vector v, el conjunto de todos sus multiplos es la recta L. que tiene

por direccién a v y que pasa por O.
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Una ecuacién paramétrica delarecta Les X = Av (A € R).Siv= (v1,12) y X = (x,y),1a
ecuacion se escribe (x,y) = A.(v1,v2) (A € R).
La recta IL resulta ser el conjunto de soluciones de la ecuacién v,x — v1y = 0, y esta ecuacién

es una ecuacion implicita de L.

Ahora bien, dados en el plano R? un vector v y un punto P, una ecuacién paramétrica de la
recta L que pasa por P enla direccionde v es X = A.v+ P (A € R). El vector v se dice un

vector direccion para L.

Si v = (v,v2), P = (p,p2) y X = (x,y), la ecuacién paramétrica se escribe (x,y) =
A(v1,02) + (p1, p2) -

Si ¢ = vpp1 — v1p2, la recta L es el conjunto de soluciones de la ecuacién v,x —v1y = ¢,y
esta ecuacion es una ecuacion implicita para L.

Para describir una recta en R?, podemos utilizar una ecuacién paramétrica del tipo X =

A.v + P o utilizar una ecuacién implicita del tipo ax 4 by = c.

De manera similar, dados en R® un vector v y un punto P una ecuacién paramétrica de la recta
L que pasa por P en la direccion de ves X = Av+P (A € R). El vector v se dice un
vector direccion para L.

Siv=(v1,03,03), P=(p1,p2,p3) y X = (x,y,2), tenemos que (x,y,z) = A.(v1,02,03) +
(P1,p2,p3)-
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Planos en R3

Dado un vector N y un punto Q de R3, la ecuacién del plano IT que pasa por Q y es perpen-
diculara N es
IT: (X-Q)-N=0.

El plano IT es el conjunto de todos los puntos X tales que X — Q es perpendicular a N.
Diremos que N es un vector normal al plano. Si X = (x,y,z) y N = (a,b,¢), la ecuacion
resulta:

IT: ax+by+cz=d donde d=Q-N.

Esta ecuacion es una ecuacién implicita del plano IT.
Silos puntos P, Q y R no estdn alineados y pertenecen al plano II, resulta que II es el

conjunto de todos los X que cumplen
X=a(P—R)+B.(Q—R)+R parawa, BER.

Esta es una ecuacion paramétrica del plano IT. Un vector normal N a IT es cualquier vector
no nulo perpendicular simultdneamente a P — R y a Q — R. Por ejemplo, puede tomarse
N=(P—R)x(Q—R).

Una recta L en R3 puede considerarse como interseccién de dos planos que la contienen.
Por lo tanto, para dar ecuaciones implicitas para una recta se necesitan por lo menos dos
ecuaciones.

Una forma de obtener ecuaciones implicitas a partir de una ecuacién paramétrica para LL del
tipo (x,y,z) = A.(v1,v2,03) + (p1, P2, P3) es buscar dos vectores con distintas direcciones
(a,b,c) y (d,e, f) perpendiculares a (v1,v;,v3) simultdneamente. Entonces la recta L estara

dada por las ecuaciones

ax + by 4 cz = apy + bpz + cps3
dx +ey+ fz = dpy +ep2 + fps.

Posiciones relativas

Dos rectas en R? 0 en R3 se dicen

» coincidentes si son la misma recta,
» transversales si se cortan en un punto,

= paralelas si sus direcciones coinciden.
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Dos rectas en R3 pueden no cortarse ni ser paralelas; en este caso, se dicen alabeadas.

Si las direcciones de dos rectas son perpendiculares, decimos que las rectas son perpendiculares

u ortogonales.

Dos planos en R? se dicen

= coincidentes si son el mismo plano,
» fransversales si se cortan en una recta,

= paralelos si sus vectores normales lo son.

Una recta y un plano en R? son

» paralelos si la direccion de la recta es perpendicular al vector normal al plano,

» ortogonales sila direccién de la recta es paralela al vector normal al plano.

Ejercicios

Ejercicio 1. Dados los puntos P = (3,1) y Q = (1, —5) € R?:
a) Graficarlos en el plano.
b) Calcular y representar graficamente los puntos P+ Q, P—Q, 3.P, —2.Q y P+ 1Q.
c) Representar en un mismo grafico 3.P, —2.Q y 3.P —2.Q.
d) Graficar los conjuntos A = {a.P € R?> /a e R} y B={b.Q e R? / b € R}

e) Determinar geométricamente para qué valores de (x,y) existen a y b € R tales que
a.P+b.Q=(xy).

Ejercicio 2.

a) Representar graficamente en R3 los puntos P = (1,0,0), Q = (1,1,0), R
calcular y representar graficamente los puntos S =P+ Q, T=Q—-Ry V =

b) Un cubo tiene vértices en (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1). Escribir las coordenadas

de los otros 4 vértices.
c¢) Hallar, si es posible, a, b y ¢ € R tales que (1,2,3) =a.(1,0,0) + b.(1,1,0) +¢.(1,1,1).

7
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Ejercicio 3. Efectuar las operaciones indicadas en cada caso.
a) Si P=(2,30-2)y Q=(1,4-2-1) € R}, calcular R=P+3.Qy S=2P—1.Q.
b) Si P = (1,0,-3,0,2) y Q = (0,—1,-2,0,4) € R?, calcular R = -P+2Q 1y S =
—2.P-2.0.
Ejercicio 4. Dados en R? los vectores vi = (1,2), vp = (=2,5) y v3 = (3, —1):
a) Graficarlos.

b) Graficar wi = (—1,2), wy = (2,5) y w3 = (=3, —1). ;Qué efecto geométrico produce

cambiar el signo a la primera coordenada de un vector?

c¢) Graficar z; = (1,—-2), zo = (—2,—5) y z3 = (3,1). ;(Qué efecto geométrico produce

cambiar el signo a la segunda coordenada de un vector?

d) Graficar —vq, —vy y —v3. ;Qué efecto geométrico produce multiplicar un vector por
-1?

Comparar con el ejercicio 4 de la practica 2.

Ejercicio 5. Dados en R? el tridngulo de vértices Py = (—2,1), P, = (—2,3) y P; = (-3,3)
y el vector t = (4,2):

a) Graficarlos.

b) Graficar, conla misma escala, el tridngulo de vértices P; +t, P, +t y P34+t yel tridngulo
de vértices P —t, P, —t y P3 —t. ;Qué efecto geométrico produce sumar el vector t?

.Y restarlo?

c) Graficar, con la misma escala, el tridngulo de vértices 2.P;, 2.P, y 2.P5 y el tridngulo de
vértices %.Pl , %.Pz y %.Pg. ¢Qué efecto geométrico produce multiplicar por 2? ;Y por

1,
5

Comparar con los ejercicios 4, 5y 7 de la préactica 2.
Ejercicio 6. Dado un vector se le realizan dos operaciones consecutivas: primero se lo multi-
plica por un escalar fijo (dilatacién) y luego se le suma otro vector fijo (traslacién).

a) Si se le aplican estas dos operaciones al vector v = (1,2) en R? se llega al vector w =
(—6,12) . ;Se puede decidir cudl fue la dilatacion y cudl la traslacién? (Sugerencia: buscar

si es posible llegar de v a w de dos formas distintas).

8
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b) Si se le aplican las dos operaciones a vi = (1,2) ya vy = (3,4) en R? se llega a
wy = (—6,12) ya wy = (—5,13) respectivamente. Hallar el escalar que da la dilatacion

y el vector que da la traslacion.

c) (Puede ser que luego de aplicar la misma dilatacion y la misma traslacién a los vecto-
res vi = (1,1) y vp = (2, —4) se llegue a los vectores wi; = (2,4) y wp = (—2,3)

respectivamente?

d) Sisele aplican las dos operacionesen R3 a vi = (1,1,1) sellegaa w; = (2,1,5). Probar
que, si A es el escalar que da la dilatacién, al aplicarle las mismas dos operaciones a
vy =(2,1,3) sellegaa (A +2,1,2A +5).

Ejercicio 7.

a) En cada caso, graficar los vectores de R? involucrados, calcular el producto escalar -

indicado y determinar si son ortogonales:
(L, -1)-(24); (1,3)-(=6,2); (1,2)-(1,2); (=1,0)-(0,1)

b) En cada caso, calcular el producto escalar indicado de vectores de R® y decidir si son

ortogonales:

(1,3,5)-(3,0,—2); (—1,2,1)-(6,1,4); (2,4,—2)-(=3,-6,3); (1,0,0)-(0,1,1)

¢) Hallar tres vectores distintos de R? que sean ortogonales a (5, —3). ;Qué relacién cum-

plen entre si?

d) Encontrar dos vectores no nulos de R® ortogonales a (1,1,2) que no sean paralelos

entre si.

e) Hallar tres vectores distintos de R® que sean ortogonalesa (1,2,1) ya (1,—3,0) simul-

tdneamente. ;Qué relacién cumplen entre si?
f) Dados v=(1,2); w=(—1,5) y z= (3,1), calcular
v-w, w-v, v-z; v-(w+z), v-(2w) (5.v) - z; v- (2w —3.z).
(Qué relaciones se cumplen?
g) Dados v=(1,1,1); w=(1,-1,3) y z= (2,—1,1), calcular
v-w, w-v; v-z v-(w+z), v-(2w); (5.v) - z; v- (2w —3.z).

(Qué relaciones se cumplen?
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Ejercicio 8. Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles falsas para
vectores v, wy z:

a) Si v es ortogonal a w, entonces v es ortogonala —w ya 5.w.
b) Si v es ortogonal a w y a z, entonces v es ortogonala w+z ya 3.w —2.z.
c) Si v es ortogonal a w, entonces v+ w es ortogonal a w.
d) Si v esortogonala w ya w — 3.z, entonces v es ortogonal a z.
Ejercicio 9.

a) En cada caso, calcular el producto vectorial indicado de vectores de R3. ;En qué casos
da (0,0,0)?

(1,3,5) x (3,0,-2); (-1,2,1) x(6,1,4); (2,4,-2) x (—3,-6,3);
(0,0,0) x (1,-1,3); (a,b,c) x (ka, kb, kc)
b) Dados v=(1,1,1); w=(1,—-1,0) y z= (2,—1,1), calcular
VXW, WXV, vxz vx(w+z), vx(3w);, (5v)xz vx((2w-3z)

¢Qué relaciones se cumplen?

¢) Dados v=(1,1,1); w= (1,—1,0) , calcular
(vxw)-v, (VvXW) w

¢Coémo resulta ser el vector v X w con respectoavya w?

d) Dar un vector que sea ortogonal a (1,3,5) ya (3,0, —2) simultdneamente.
Ejercicio 10. Sea . C R? la recta que pasa por los puntos (3,2) y (0,0).

a) Graficarla.

b) Encontrar dos vectores direccién distintos para L. Graficarlos.
c) Dar una ecuacién paramétrica para L. ;Es tinica?
d) Decidir cudles de los siguientes puntos pertenecen a la recta L: (—3,-2), (2,3), (0,0),

(—6x, —2x).

10
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e) ¢Es L igualalarecta L' : X = A.(300,200) + (3,2)?

Ejercicio 11. Sea L C IR? la recta que pasa por los puntos (1,1) y (—2,2).
a) Graficarla.
b) Encontrar dos vectores direccién distintos para L. Graficarlos.
c) Dar dos ecuaciones paramétricas para L.

d) Decidir cudles de los siguientes puntos pertenecen a la recta L: (—3,1), (4,0), (0,0),
(=3x+1,x+1).

e) ¢Es Ligualalarecta L' : X = A.(—27,9) +(—14,6)? ;Yalarecta L” : X = A.(27,-9) +
(—27,9)?

Ejercicio 12. Un mévil se desplaza por el plano R? de forma tal que, en tiempo ¢, se encuen-
tra en el punto £.(3,-2) + (1,1).

a) Graficar la trayectoria del movil si parte en tiempo t = 0.
b) Graficar los puntos donde se encuentraen tiempo t =1,t=2,t =3y t =4.

c) Si P(t) es el punto en el que se encuentra en tiempo ¢, calcular P(0) y P(t+1) — P(t)

para un valor genérico de t. ;Qué relacion tienen con los datos dados?

d) Si hay una pared ubicada en la recta vertical de ecuaciéon x = 16, ;en qué momento

choca el movil contra la pared?

e) Repetir los distintos items con un mévil que se desplaza segtn la ecuacion t.(6, —4) +
(1,1) para t > 0 y con otro que se desplaza segtn t.(3, —1) + (1,1) para ¢t > 0. ;Cémo

son las trayectorias? ;En qué se diferencian los movimientos?

Ejercicio 13. Dadalarecta L : X = A.(1,2) + (3,2):
a) Dar una ecuacién paramétrica para la recta L; paralela a L. que pasa por (0,0).
b) Dar una ecuacién paramétrica para la recta L, paralelaa L que pasa por (—1,—6).

c) Graficar L, L; y Ly en un mismo sistema de coordenadas. ;Qué relacién cumplen L,

y Ly ? Justificar.
Ejercicio 14. Sea L la recta que pasa por (—1,2) y (0,3).

11
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a) Hallar una ecuacién paramétrica de la recta L; perpendicular a L que pasa por (0,0).
b) Hallar una ecuacién paramétrica de la recta L, perpendicular a L que pasa por (1,2).

c) Graficar las tres rectas en un mismo sistema de coordenadas. ;En qué posicién relativa

estin Ly y Lp?

Ejercicio 15. Sean P = (4,9), Q = (—6,5) y L : X = A.(1,2). Hallar todos los puntos R € L

tales que:
a) el tridngulo POR sea rectdnguloen P.

b) el tridngulo PQR sea rectangulo en R.

Ejercicio 16. Dadas Lq : X = a.(5,—1) 4+ (2,1), L, la recta que pasa por los puntos (0,1)
y (—3,2), L3 la recta que pasa por los puntos (5,5) y (5,—1), Ly : X = B.(1,0) +(2,1) y
Ls:x+3y = —1:

a) Dar ecuaciones implicitas para Ly, Ly, L3 y Ly.

b) Dar una ecuaciéon paramétrica para Ls.

Ejercicio 17. Dadas lasrectas Ly : —x+3y =2, Lo : —2x+6y = -3 y L3 : x — 3y = 0:
a) Representarlas graficamente en el mismo plano. ;Cudl es su posicién relativa?

b) Notar que las ecuaciones de las rectas anteriores pueden escribirse usando el producto
escalar: L : (=1,3) - (x,y) =2, Ly : (=2,6)-(v,y) = -3y Ls:(1,-3) - (x,y) =0
¢Qué relacion tienen entre si los vectores (—1,3), (—2,6) y (1, —3) que aparecen en las

ecuaciones?

c) Buscar un vector direccién distinto para cada una de las rectas. ;Qué relacién tienen los

vectores direccién encontrados con los vectores (—1,3), (—2,6) y (1,—3)?

d) Dar una ecuacién implicita de la recta paralela a IL; que pasa por (—1,1).

Ejercicio 18.
a) Dar una ecuacién paramétrica de la recta paralelaa LL : x = 2 que pasa por (3,8).

b) Dar una ecuacion implicita de la recta perpendiculara L : X = A.(2,3) + (1,2) que pasa
por (5,—2).

12
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Ejercicio 19. Hallar, en cada caso, la interseccion de las rectas Ly y L y decidir sus posiciones

relativas:
a) Ly :3x+y=-3yLy: X=0a(1,3)+(2,0).
b) L1:—2x4+3y=—-183yLy:y=7x+2.
o) Li: X=wa(-41)+(21) yLy: X=p5.(-2,1)+(0,-1).
d Li:X=w(-32)+(51) yL: X=p.(6,—4)+(0,1).

e) Li:x—2y=—-1yL: X=wa.(21)+(1,1)

Ejercicio 20. Sean L; : x =2y =3, Ly : —2x+y= -3y L3: X =a.(1,-7).

a) Dar una ecuacion paramétrica de la recta . que pasa por el punto de intersecciéon de L,

y L3 y es paralelaa L.

b) Dar una ecuacion implicita de la recta L’ que pasa por el punto de intersecciéon de L; y

L, y es perpendicular a LL3.

Ejercicio 21. En cada caso, dar una ecuacién paramétrica de la recta en R3 que:
a) tiene direccion (1, —1,2) y pasa por el origen de coordenadas.
b) tiene direccion (1, —1,2) y pasa por el punto (0,2, —3).
¢) pasa por los puntos (1,5,1) y (—4,3,2).
d) esparalelaa L: X = A.(2,1,—1) + (—2,4,1) y pasa por el punto (0,3,2).
e) pasa por el origen y es paralela a la recta que contiene a (2,—-2,1) ya (—3,2,1).
f) es perpendiculara (2,1,0) ya (0, —1,2) simultdneamente y pasa por el origen.

Q) es perpendicular alasrectas Ly : X = A.(2,1,-1) +(-2,4,1) y Lo : X = A.(-1,0,2) +
(2,1,0) simultdneamente y pasa por el punto (0,3,2).

Ejercicio 22. Sean L;: X = A.(1,2,—1)+(1,3,5) y L, larecta paralelaa L; que pasa por el
punto (3,2,4).

a) Hallar el punto de L, que tiene coordenada z = 0.

b) Decidir si los puntos (—1,—1,7) y (1,—2,6) estdnen L;.

13



CICLO BASICO COMUN - UBA - ALGEBRA A (INGENIER{A)

Ejercicio 23.
a) Decidir silos puntos (1,2, —4), (3,—2,0) y (2,0, —2) estan alineados.
b) Decidir si los puntos (1,1,3), (2,1,4) y (2,1,5) estan alineados.

c¢) Hallar todos los valores de a € R tales que los puntos (2+4,3,—1), (5,a+3,-2) y

(a,—1,1) estan alineados.

Ejercicio 24. Sean L : X = B.(1,1,-2) + (0,0,4) y P = (3,1,0). Determinar un punto Q €
R3 tal que:

a) la recta que pasa por Py Q sea paralelaa L.

b) Q € L ylarecta que pasa por P y Q sea perpendiculara L.

Ejercicio 25. Dadas las rectas

Li: X =a.(1,2,1)+(2,3,2) Ly: X =B.(0,1,—1) + (1,3,—1)
Ls: X =7.(2,4,2) + (1,5,0) Ly: X =6.(2,4,2) + (3,5,3)

calcular las siguientes intersecciones y, en cada caso, dar la posicion relativa de las rectas en el

espacio:

a) LinNl, b) LiNlLs c) LoNnls d) L1 Ny

Ejercicio 26.

a) Dos moviles se desplazan por el espacio de forma tal que las ecuaciones de sus movi-
mientos estan dadas por t.(1,2,—4) + (-1,3,0) y t.(1,6,—10) 4+ (2,1,0) para t > 0.
Decidir si las trayectorias de los moviles se cruzan y, en caso afirmativo, decir en qué

punto. ;Se encuentran los dos méviles?

b) Mismo problema para las ecuaciones de movimiento ¢.(1,2,0) + (0,3,2) y £.(3,—4,0) +

(1,5,7). ;Son paralelas estas trayectorias?

Ejercicio 27. En cada caso, dar una ecuacién implicita de:
a) los planos coordenados xy, xz y yz.
b) el plano IT perpendicular al vector (1, —1,2) que pasa por el origen de coordenadas.
¢) el plano IT perpendicular al vector (1, —1,2) que pasa por el punto (1,1,2).

14
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d) el plano IT perpendicular a larecta L : X = A.(2,1,—1) 4+ (—2,4,1) que pasa por el
punto (—4,3,2).

e) el plano IT paralelo al plano I1; : 2x — 3y + z = 3 que pasa por el punto (0,1,2).

f) el plano IT que contiene a los puntos (1,0,0), (2,1,0) y (1,1,—1).

Ejercicio 28.

a) Decidir si el punto (1,2, —3) esté en el plano que pasa por los puntos (1,1,0), (2,3, —1)
y (5,0, 2) .

b) Decidir si los puntos (1,1,0), (2,3,—1), (5,0,2) y (0,—1,1) son coplanares (es decir,

estan en un mismo plano).

Ejercicio 29. Dados el plano IT : 2x —3y 47z = 3 ylasrectas L; : X = A.(2,1,—-1) +
(=2,4,1), Ly : X = A.(2,—1, 1) + (=7, —1,2) y L : X = A.(—=1,4,2) + (1,0,1):

a) Calcular las intersecciones ITN Ly, IINL, y ITN L3 y dar sus posiciones relativas.

b) Un movil se dirige hacia el plano IT segun la ecuacién de movimiento ¢.(1,1,1) +
(=7,0,—1) para t > 0. Calcular en qué tiempo llega al plano y en qué punto lo im-

pacta.

Ejercicio 30. En cada caso, dar una ecuacién paramétrica de una recta en R3 que:
a) es perpendicular al plano IT: 4x — 2y +z = 3 y pasa por el punto (0,1, —2).

b) es paralela a los planos I1; : 3x —y + 2z = 4 y I, : y + z = 3 simultdneamente y pasa
por el punto (1,3,1).

c) es perpendicular a la recta L : X = A.(0,0,1) + (1,3, —2) y estd incluida en el plano
[T:x+y+z=2.

Ejercicio 31. Para cada k € R, se considera larecta Ly : X = A.(k,k+2,1) + (1,1,1).
a) Probar que, si k # k', Ly y Ly son rectas distintas.
b) Probar que, para cualquier valor de k, Ly estd incluida en el plano I1: x —y + 2z = 2.

¢) Probarquelarecta L : X = A.(1,1,0) +(1,1,1) es una recta incluida en el plano IT pero

no es igual a L para ningtn valor de k.

15
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Ejercicio 32.

a) Dar una ecuacién implicita del plano IT que contiene a las rectas transversales L : X =
A(1,2,-1)+(3,0,0) y L' : X =A.(=2,-4,1) + (5,4, -3).

b) Dar una ecuacién implicita del plano II que contiene a las rectas paralelas L : X =
A(1,2,-1)4+(3,0,0) y L' : X =A.(—2,—4,2) +(0,1,1).

c) ¢Existe algtin plano que contenga simultdneamente a las rectas L : X = A.(1,2,0) +
(3,0,-3) y L': X =A.(=2,0,0) 4+ (0,2,3)?

Ejercicio 33.

a) Hallar una ecuacién paramétrica del plano I1; que pasapor P = (2,—-1,7), Q = (0,2,3)
y R=(1,-1,2).

b) Verificar que P, Q y R pertenecenal plano Il : X = «.(1,0,5) +B.(—1,3,1) + (1, —1,2).

Deducir que, como P, Q y R no estdn alineados, I1; y I, son el mismo plano.
c) Comparar las ecuaciones paramétricas de Il; y de II. ;Son iguales?

d) Hallar una ecuacién paramétrica del plano Il3 paralelo a II; que pasa por el punto
(1,0,2).

Ejercicio 34. Dar en R? ecuaciones implicitas de:
a) el plano Iy : X = «.(1,0,5) + B.(—1,3,1) + (1,—1,2).

b) el plano paralelo al plano I, : X = «.(1,3,2) + B.(2,5,3) + (3,2,1) que pasa por el
punto (2,3,1).

Ejercicio 35. Dar en R? ecuaciones paramétricas de:
a) el plano perpendicularalarecta L : X = .(0,1,1) + (1,3, —1) que pasa por (3,2,1).

b) el plano paralelo al plano IT: 3x 42y +z = 1 que pasa por el punto (1,1,1).

Ejercicio 36. Decidir en cada caso si los planos I1; y I, se intersecan. En caso afirmativo,

dar una ecuacién paramétrica de la interseccion.
a) I :y=0yIlp:z=2 by I :x+z=0yIlh:y—z=0

o) 1 :x+y—z=0yIh:x+z=2 d) I :x—z=0yIlL:2x—-2z=3

16
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e) Ilj:x+y—z=1y Il :2x+2y —2z=2

Ejercicio 37. En cada caso, dar ecuaciones implicitas que definan la recta pedida.
a) L;: X =wa(1,31)+(2,0,0).
b) Lp: X =p.(=3,0,1)+(1,1,1).

c¢) la recta L3 perpendicular al plano Iy : X = «.(1,0,5) + B.(—1,3,1) + (1,—1,2) que
pasa por (1,0,1).

d) la recta Ly perpendicular al plano II; : 2x +2y — 2z = 3 que pasa por el punto
(2,1,-1).

e) la recta s que pasa por el origen y es paralela a los planos 1l3 : 2x —y+z = 3 y
Iy : X =w.(1,3,1)+p.(0,2,1) + (1, —1,2) simultdneamente.

f) larecta Lg que pasa por el punto (2,0, —1), estd incluidaenel plano II5:3x —z =7y
es paralela al plano ITg : X = «.(2,0,—2) + B.(3,1,1) 4+ (1,0,2) simultdneamente.

Ejercicio 38. Dadas las rectas

x+y—z=4 2x —3z=0
]Lq: Y y Lz:
x—y—2z=0 2y+z=20

a) Dar ecuaciones paramétricas para Ly y para L.

b) Decidir si son paralelas, coincidentes, alabeadas o se cortan en un punto.

Ejercicio 39. En cada caso, hallar la intersecciéon de la recta I con el plano II y decidir su

posicion relativa:

=1
g) L:X=a(1,21)+(2,2,3) b)L:{x+y z :y=3
y+z=-2
[I1:z2=0
) L:X=a.(0,1,—-1)+(0,1,1) d) L:X=a(0,1,-1)+(0,1,1)
M:y+z=2 I:y+2z=0.
=1
e) L: { Xy - I1: X = a.(1,0,0) + B.(0,1,-2) + (0,0,1)
y+z=-2

17
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Ejercicios surtidos

1. Sea L la recta que pasa por P = (1,—3) y Q = (2, —4). Hallar b tal que la recta que es
paralela a L y pasa por (b,5) también pase por (2,2).

2. Un movil se desplaza por el plano en linea recta a velocidad constante de forma tal que
en tiempo t = 0 se encuentra en el punto (3,2) y en tiempo f = 2 se encuentra en el
punto (2,5). Calcular en qué momento cruza la recta x = —2 y en qué momento cruza

la recta y = 17.

3. Unmovil se desplaza por el plano de forma tal que en tiempo ¢, para t > 0, se encuentra
en el punto £.(3, —1) + (—13,31). Otro movil se desplaza por otra recta, partiendo en el
instante + = 0 del punto (1,3) a velocidad constante. Si los moviles se encuentran
en tiempo t = 7, calcular la ecuacién de movimiento del segundo. Considerando las

direcciones en que se desplazan, ;cémo son sus trayectorias?

4. Dadalarecta L: X =a.(1,2,—1) 4+ (0,3,2), hallar todos los valores de k para los cuales
la recta que pasa por los puntos (1, —1,1) y (4,k, —2) es:

a) paralela a la recta L. b) perpendicular a la recta L.

5. Encontrar el valor de a para que la recta que pasa por (1,4,2) y (1,5,4) sea paralela a
x=1

la recta dada por L : :
y+z=>5

6. Sean L: X = a.(1,—1,3) + (0,2,1) y P = (1,2, -3).

a) Hallar una ecuacion implicita del plano I1 que contiene a L y al punto P.
b) Hallar ecuaciones implicitas de la recta " perpendicular a IT que pasa por P.

c¢) Calcular LNITy L' NII.

7.8 L:X=wak+1,kk+7)+(0,2,1) y IT: x +2y — 3z = 2, determinar todos los

valores de k para los que L y I son paralelos.

8. Sean P = (—1,2,0),Q=(-2,1,1) yL: X =u.(0,—1,3)+ (1,1, —1) . Dar una ecuacioén
del plano IT que contiene a la recta paralela a I. que pasa por P y a la recta paralela a

I que pasa por Q.
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9. Sean L; : X = a.(1,-2,2) + (0,1, -1), Lo : X = a.(0,1,~1) + (-2,1,—1) y Ly : X =
«.(1,3,—1) 4+ (0, —5,0) . Encontrar, si es posible, una recta L. tal que L1 NL, NL # @,
LsNL # @ y L es perpendicular a Lj.

10. Dar una ecuacién paramétrica y ecuaciones implicitas de la recta en R® que estd in-
cluida en el plano coordenado xy y es perpendicular y transversal a la recta L; : X =
w.(1,-2,1) 4+ (—=2,0,1).
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Practica 5

Algebra vectorial - Segunda parte

Definiciones y propiedades

Norma, dngulo y producto mixto

La norma de un vector v, que notaremos ||v||, es la longitud del vector.
Si v = (v1,v;) esun vector en R?, sunorma es la distancia entre el punto (v1,v;) y el origen

de coordenadas O = (0,0). Por el teorema de Pitdgoras, resulta ser ||(v1,v2)| = /03 + v3.

De manera andloga, la norma de v = (v1,v,v3) en R3 es ||(v1,02,03)| = /03 + 03 + 3.
La norma puede expresarse en funcion del producto escalar: ||[v|?> =v - v.

A partir de esta definicion, se puede calcular la distancia entre dos puntos P y Q (de R? 0 R3):
es la norma de la diferencia P — Q; en simbolos, d(P,Q) = ||P — Q|| .

Propiedades. Si v 'y w son dos vectores, entonces

w ||kv|| = |k|||v|| paratodo k € R.
v ||[v+w| < ||v|| + ||w] (desigualdad triangular o de Minkowski).

v |v-w| < ||v].||w| (desigualdad de Cauchy-Schwarz).

El dngulo entre dos vectores v y w es el menor de los dos dngulos determinados por v y w.
Es el tnico dngulo 6 tal que 0 < 0 < 7t que verifica cos(0) = W
Si los puntos O, P y Q en R3 no estdn alineados, los vectores (7’ y (ﬁ determinan un

paralelogramo. El drea de este paralelogramo es la norma del producto vectorial OP x (ﬁ

Dados tres vectores u, v y w en R3?, su producto mixto es el ntimero real que se obtiene al
hacer el producto vectorial de los dos primeros y al resultado multiplicarlo escalarmente por
el ultimo vector; en simbolos, (u X v) - w.

Silos puntos O, P, Q y R en R3 no son coplanares, los vectores (ﬁ’, (ﬁ y (ﬁi determinan
un paralelepipedo. El volumen de este paralelepipedo es el médulo del producto mixto entre

los vectores. Este producto mixto es cerosiy solosi O, P, Q y R son coplanares.

Proyeccién ortogonal y distancia

Dados un punto P y una recta L en R?, la proyeccién ortogonal de P sobre L es el punto

proyr,(P) que resulta de intersecar a la recta L con la recta perpendicular que pasa por P.
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Si L : ax + by = c, la proyeccién ortogonal de P se puede calcular como

c—P-(a,b)
royy (P) = ———>~>(a,b) + P
Pt = e Y
y,siL: X =Av+Q (A €R),entonces
P—-Q)-v
proy (P) = % v+ Q.

Similarmente, dados un punto P y un plano IT en R3, la proyeccién ortogonal de P sobre I1 es

el punto proyri(P) que resulta de intersecar a I con la recta perpendicular que pasa por P.

SiIl:ax+by+cz =d,llamando N = (a,b,c) (vector normal a IT), se tiene que

d—P-N
proyr(P) = WN+P.

Si P es un punto y L una recta en R3, la proyeccién de P sobre L es la interseccién de la
recta con el plano perpendiculara L. que pasapor P.Si L: X = A.v+ Q (A € R), entonces

P—0)-
proyL(P)Z—( Hvﬁz) v+ 0.

Dado un vector v (en R? o R3), notaremos proyy(P) a la proyeccién ortogonal de P sobre
-V

larecta L: X = A.v (A € R). Se tiene que proyy(P) = VIE V.

La distancia entre un punto P y una recta I o un plano I1 es la minima de todas las distancias
entre P y los puntos de la recta o del plano. Geométricamente, se observa que el punto de la
recta o del plano que estd a distancia minima de un punto P es la proyeccién ortogonal de P;
en simbolos, d(P,L) = ||P — proy,(P)|| y d(P,IT) = ||P — proyr(P)||.

2
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A partir de las férmulas para proyeccién ortogonal se deducen férmulas para calcular la dis-
tancia entre un punto y una recta o entre un punto y un plano. Si P € R? yL:ax+by=c,
entonces

B lc—P-(a,b)]
APL) = @)

ysi P e R3 y IT:ax + by + cz = d,llamando N = (a,b,c), se tiene que

d—P-N
d@'“):W

Simetrias

» Con respecto a un punto Q: El simétrico de un punto P conrespectoa Q es el tinico punto
en la recta que pasa por P y Q que es distinto de P y cuya distancia a Q es igual a la

distancia entre P y Q.

= Con respecto a una recta IL.: El simétrico de un punto P con respecto a una recta L. en R?
es el dnico punto (distinto de P) en la recta perpendicular a I que pasa por P cuya
distancia a Il es igual a la distancia entre P y IL; es decir, es el simétrico de P con
respecto a proyr,(P). Similarmente, el simétrico de un punto P con respecto a una recta

L en R3 es el simétrico de P con respecto a proyy (P).

» Con respecto a un plano I1: El simétrico de un punto P con respecto a un plano IT en R3
es el tnico punto (distinto de P) en la recta perpendicular a I1 que pasa por P cuya

distancia a II es igual a la distancia entre P y II; es decir, es el simétrico de P con

respecto a proyr(P).

Ejercicios

Ejercicio 1. Dados v = (3,—4) y w = (1,2) en R?, calcular

1
vl

1

Il wl, v+wl, vl wll v =wl, 2], e v||.

’ ‘

Ejercicio 2. Graficar en el plano el conjunto {(x,y) € R?: ||(x,y)|| = 2}.

Ejercicio 3. Calcular la distancia entre los puntos dados y el angulo entre los vectores deter-

minados por ellos.

a) (2,3)y (51) b) (1,0)y (=v3,1)
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) (1,0,0) y (—v2,1,1) d) (0,—-1,1) y (—v2,1,1)

Ejercicio 4. Hallar todos los k € R tales que
a) lanorma del vector (2, —2,k) esiguala 3.

b) el &ngulo entre los vectores (2,1,1) y (1, —1,k) es %

Ejercicio 5. Hallar los angulos que forman los vectores dados con los semiejes coordenados

positivos.
a) (1,-1), (-1,v/3) y (1,2) en R2.
b) (1,0,—1), (0,2,0) y (1,—1,2) en R3.

Ejercicio 6. Para cada uno de los siguientes vectores, calcular su norma p y el &ngulo 6 que

forma con el semieje positivo de las x:

(-1,1), (0,5), (1,-2), (-1,2,2) y (0,—2,—1)

Ejercicio 7. Dados la norma p y el dngulo 6 que forman los vectores con el semieje positivo
de las x (medido en sentido antihorario), hallar sus coordenadas en R?.

T 3
6 4

Comparar con la forma polar y la forma binémica de los ntimeros complejos.

s

a p=2,0= >

b) p=v2,0= ) p=3,0=

Ejercicio 8. Para cada vector u en R?, notamos 0y al &ngulo que forma con el semieje posi-
tivo de las x. En cada uno de los siguientes casos, dar las coordenadas del vector w € R?:

27
a) |lul|=4, 0,=0, ||v|]|=2, 9‘,:?, wW=u-+v.

7T 7T
b) |u| =1, G“ZZ’ |u+v| =2, 9u+‘,:§, W=V,

Ejercicio 9. Dar todos los vectores v € R® que verifican:
a) lanorma de v es 3y los tres dngulos que forma con los semiejes positivos son iguales.

T .
b) v pertenece al plano yz, su norma es 2 y determina un angulo 0 = ¢ on el semieje

positivo de las v .

. P 7T ..
c) v pertenece al plano xz, su norma es 5 y determina un dngulo 6 = 1 con el semieje

positivo de las z.
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Ejercicio 10. Sabiendo que el 4ngulo entre v y w es %, |w|| =4y v—w esortogonala v,

calcular ||v||.
Ejercicio 11. Dados los puntos P = (1,—1,1), Q = (2,0,3) y R = (0,1,2), calcular el peri-
metro, los d&ngulos interiores y el drea de:

a) el paralelogramo de lados PQ y PR.

b) el triangulo PQR. Decidir si es un tridngulo isésceles, equilatero o escaleno.

Ejercicio 12. Dados los puntos P = (2,3,—-1), Q = (1,0,2) y R = (3,1,1), hallar un punto
S en la recta que pasa por P y Q de modo que PS y PR determinen un paralelogramo de
area 10\/5.

Ejercicio 13.

a) En cada caso, calcular el producto mixto indicado de vectores en R3. ;En qué casos da

cero?
((2,0,0) x (0,3,0)) - (0,0,4) ((-1,2,1) x (6,1,4)) - (1,3,5)

((=1,2,1) x (6,1,4)) - (—a+6b,2a+b,a+4b)  ((~1,2,1) x (—a,2a,a)) - (1,3,5)

b) Los puntos (0,0,0), (1,0,1), (0,1,-3) y (1,2,—1) son cuatro de los vértices de un
paralelepipedo de forma tal que el (0,0,0) forma aristas con los otros tres. Encontrar los

otros cuatro vértices y determinar el volumen del paralelepipedo.

c) Los puntos (1,1,0), (2,1,4), (5,1,2) y (3,—1,0) son cuatro de los vértices de un pa-
ralelepipedo de forma tal que el (1,1,0) forma aristas con los otros tres. Determinar el

volumen del paralelepipedo.

Ejercicio 14. Dados los puntos O = (0,0,0), P = (3,2,1), Q = (1,1,2) y R = (1,3,3),

calcular:
a) el &rea del paralelogramo determinado por OP y (ﬁ

b) el volumen del paralelepipedo determinado por O?, (ﬁ y (ﬁ{

Ejercicio 15. Dados los puntos O = (0,0,0), P = (5,0,1), Q = (3,—2,0) y R = (—4,1,k),
hallar kK € R de modo que:

a) los tres vectores (73, (ﬁ, OR determinen un paralelepipedo de volumen 5.

b) los puntos O, P, Q y R resulten coplanares.

5
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Ejercicio 16. Dado P = (1,3, —5), encontrar el punto mds cercano a P que pertenece a cada

uno de los siguientes conjuntos:

a) larecta L : X = A.(2,—-1,3). b) el plano IT: —2x +y 4z =5.

Ejercicio 17. Hallar la proyeccién ortogonal de
a) P = (5,—3) sobre el eje de las x y sobre el eje de las y.
b) P=(5—-3) sobrelarecta L: X =A.(1,1).
c¢) P=(1,0,2) sobrelarecta L: X = A.(2,—1,0).

d) P=(—1,1,0) sobre el plano IT:2x — 3z = 0.

Ejercicio 18. Calcular la distancia entre
a) elpunto P = (—1,0,3) ylarecta L : X = A.(1,2,-1).
b) el punto P = (—1,0,2) ylarecta L: X = A.(1,-2,0) 4+ (0,1,1).
c¢) el punto P = (1,—1,2) yel plano IT: 5x +2y —z = 0.
d) el punto P = (0,—1,2) yelplano IT: —2x+y —z = 3.

e) elpunto P = (2,2,1) y el plano que contiene a las rectas L1 : X = A.(2,—1,3) + (3,2,5)
yLo: X =A(1,2 1)+ (1,3,2).

Ejercicio 19. Calcular la distancia entre
a) lasrectas L1 : X =A.(2,1) y Ly : X =A.(2,1) + (3,-1).
b) larecta L: X = A.(1,-2,1)+(0,1,1) yel plano IT: x +y +z = 3.
c) losplanos IT; :3x +2y —z= -2y Il :6x +4y -2z =7.

d) lasrectas Ly : X = A.(1,2,-1) y Lo : X =A.(1,—-2,0) +(0,1,1).

Ejercicio 20. Sean L : X = A.(2,3,—1) y IT: x 4+ 2y = 0. Determinar:
a) todos los puntos de R3 que estan a distancia v/5 de IT.

b) todos los puntos de I que estan a distancia v/5 de IT.

Ejercicio 21.
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a) Determinar todos los v € R? tales que proya,)(v) = (2,2).

b) Calcular, si es posible, un vector w de norma 1 tal que proyw(2,3,1) = 3w.

Ejercicio 22. Dados los vectores v = (3, —5,2) y w = (2, —1,2), hallar un vector u paralelo

al eje z tal que ||proyw(v+u)|| =5.

Ejercicio 23. Dados los vectores v = (3,1,0), w = (4,2,—1) y u = (2,1, —2), hallar todos

los vectores z en R? tales que z es ortogonal a v y a w simultdneamente y | proyu(z)| = 2.

Ejercicio 24. Sean L; : X =A.(0,1,—1) + (0,—1,0) y Ly : X = A.(1,1,1) 4+ (2,3,0) . Hallar, si
es posible, un plano IT tal que d(P,TI) = 21/6 paratodo P € Ly y todo P € L,.

Ejercicio 25. Sean I1; : 3x —2y +z = 4 y II, el plano que contiene a los puntos P = (0,1,1),
Q=(3—-1,—-1) y R=(3,0,1). Hallar todos los puntos del plano IT; que estin a distancia 2
del plano I1,.

Ejercicio 26. Sean II; : 7x —5y —2z = 0, Il; : 5x —4y —z = 0 y L la recta que pasa
por los puntos P = (—2,3,-3) y Q = (—1,2,—1). Hallar todos los planos IT que verifican
simultdneamente: ITNIL; NI, = @ y d(R,I1) = /14 paratodo R € L.

Ejercicio 27. Sean en R3 el plano IT : 2x —y +2z = 4 y los puntos P = (2,2,2) y Q =
(1,0,1) . Determinar un plano IT" que contengaa P,a Q y al punto R de IT tal que d(P,R) =
d(pP,II).

Ejercicio 28. Encontrar el simétrico de

a) (2,1) conrespectoa (0,0). b) (2,—4) conrespectoa (—1,1).

¢) (3,—1,0) conrespectoa (0,—1,2). d) (0,—1,0) conrespectoa (1,1,1).

Ejercicio 29. Encontrar, si es posible, un punto Q tal que
a) el simétrico de (4,1) conrespectoa Q es (—2,3).

b) el simétrico de (3,—1,1) conrespectoa Q es (0,0,0).

Ejercicio 30. Hallar el simétrico de
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a) (2,—1) con respecto al eje x. b) (2,0) con respecto al ejey .

¢) (3,—1) conrespecto alarecta y =2x — 4.

Ejercicio 31. En cada caso, hallar, si es posible, la recta de modo que los puntos dados sean

simétricos respecto de ella.

a) (1,3),(3,1) b) (—3,4),(5,0) c) (3,—4),(0,5)

Ejercicio 32. Hallar el simétrico de
a) (1,0,—4) con respecto al punto (2,—1,0).
b) (0,0,0) con respecto alarecta L : A.(0,—1,2) 4 (1,1,0).

c) (—1,1,2) conrespecto al plano IT:2x+y —3z = 2.

Ejercicio 33. Dados P = (—1,0,3) y Q = (2,—1,0), hallar:
a) un punto R de modo que P y Q sean simétricos respecto de R.
b) unarecta . de modo que P y Q sean simétricos respecto de L.
c¢) un plano IT de modo que P y Q sean simétricos respecto de IT.

¢En qué casos el resultado es tinico?

Ejercicios surtidos

1. Demostrar las siguientes propiedades e interpretarlas geométricamente.

a) |[v—wl| =|v+w]| siysolosi v-w=0.

b) ||[v+wl|?=|v|]*>+ ||w]||? siysolosi v-w = 0. (Teorema de Pitdgoras.)
2. Sea P =(2,1,-1).

a) Sill: x4y —z =3, ;cudl es el punto de Il a menor distancia de P?

b) SiL:X=A.(1,3,1)+(2,2,0), ;cuél es el punto de . a menor distancia de P?

3.Si Iy : 3x+2y — 6z = 1 y I, : =3y +4z = 3, hallar todos los puntos P € R® que

verifican:
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10.

a) d(P,Hl) =
b) d(P,11;) =

Sean el plano IT:2x —2y+z =1 ylos puntos P = (1,1,1) y Q = (3,2 —1). Hallar

todos los puntos R y S pertenecientes a II tales que PQRS es un cuadrado.

.Sean Ly : X = A. (K2 +kkk—1),Ly: X =a.(4,1,—1) + (2k,0,2k) y IT: x — 2y + 2z =

3. Hallar todos los k € R para los cuales d(P,IT) = d(Q,II) para todo P € L; y todo
Qel,.

Dadas L : X = A.(1,2,1) 4+ (0,1,1) y Ly : X = «.(2,—1,—-2) 4+ (1,1,0), hallar todos los
planos TT tales que TIN1L, = @ y d(P,T1) = /2 para todo P € L.

Encontrar la recta L; en R? que es paralela a la recta L, de ecuacién y = 2x — 3 y pasa

por el simétrico de (—2,5) con respecto al punto (1,1).

Hallar el plano IT que es perpendicular a L; : X = A.(1,2,1) + (0,1,1) y pasa por el
simétrico de (1,0,1) con respectoalarecta L, : X = a.(2,—1,—-2) 4+ (1,1,0).

Sean P = (1,0,2) y Q = (—5,4,0). Hallar, si es posible, una recta . en R3 tal que los

simétricos de P y Q con respecto a L sean, respectivamente, (-1,-2,0) y (1,4,—4).

Sean L; : X = A(1,2,—1) + (5,1,0) y Ly : X = A(1,1,—1) + (0,2,1). Hallar P; € Ly y
P, € L, tales que la distancia entre Ly y L, seaiguala d(Py, P,).
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Practica 6

Matrices y sistemas lineales

Definiciones y propiedades

Matrices

Dados los ntimeros naturales m y n, una matriz de m filas y n columnas con coeficientes

a1 daip ... Aipn
a1 4z ... dp

reales es un arreglo rectangular A = ] . ] ,donde a;; € R.
Aml Am2 --- Amn

Llamamos filas de A alas n-uplas A; = (ap,ai,...,a;,) coni=1,...,m.
Llamamos columnas de A alas m-uplas Al = (a1j,a2j,...,4yj) con j=1,...,n.
Aq

A
Con esta notacién, A = _2 y también A = (A(D AQ) .0 A,

Am
Al nimero que estd en la fila 7 y la columna j de la matriz A lo llamamos elemento ij de A'y
lo notamos ;. Escribimos abreviadamente A = (a;;).
Notamos R™*" al conjunto de las matrices de m filas y n columnas con coeficientes reales.
Si A = (aj;) € R™*", la matriz transpuesta de A es la matriz A" € R"*™ que tiene como filas
a las columnas A.
Una matriz A = (a;;) € R"™" es triangular superior (inferior) si a;; = 0 para i > j (i < j,

respectivamente) y es diagonal si a;; = 0 para i # j.

En el conjunto R™*", estan definidas la suma y el producto por escalares de la siguiente manera:
Si A= (a;) € R™", B=(b;) € R"™" y k&R, entonces

A+ B = (LZZ']' + sz) € R™x" kA = (kﬂi]') € R™xn

Es decir, suma y producto por escalares se calculan elemento a elemento.
Si A= (a;) € R™"y B = (b;) € R"**, se define el producto de A por B como

AB=C= (Cz']') e R™*¢
donde ¢;; es igual al producto escalar de la fila i de A por la columna j de B
cij = (filai de A) - (columna j de B)

1
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Es posible calcular AB si y solo si la cantidad de columnas de A coincide con la cantidad de
filas de B.

Propiedades del producto de matrices.

» Es asociativo: (AB)C = A(BC)

A(B+C) = AB+AC

» Es distributivo con respecto a la suma:
(A+B)C = AC+BC

0
01
» La matriz identidad I = T € R"*" verifica AI = I A para toda matriz
00 ...10
00 ...01

cuadrada A € R"*". La matriz I es el elemento neutro para el producto en R"*".

Sistemas lineales

Un sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas es un conjunto de m ecuaciones en las

variables xi,...,x;, del tipo:

;

anxy + apxy + ...+ apxy, = b
anx1 + apxy + ... + aux, = b
\ Am1X1 + ampX2 + ...+ AupXn = by

donde las 4;; y las b; representan constantes.

Cuando b; = 0 para todo i = 1,...,m, se dice que el sistema es homogéneo.

Una n-upla (s1,...,54) es una solucién del sistema si y solo si al reemplazar Xj por s; para
cada j =1,...,n, se satisfacen cada una de las m ecuaciones.

Un sistema se dice incompatible si no tiene ninguna solucién y compatible si tiene alguna solu-
cion.

Un sistema lineal homogéneo siempre es compatible: 0 € R" es una solucién, que llamaremos
la solucion trivial.

Si un sistema compatible tiene una tinica solucién es determinado y si tiene infinitas soluciones

es indeterminado.
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La matriz de coeficientes del sistema es A = (a;;) y la matriz ampliada o matriz aumentada del

a1 aip ... A bl

. ary axp ... az; | b2
sistema es (A|b) =

Ayl A2 . Gmn | b

Decimos que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando tienen el mismo conjunto de

soluciones.

Propiedad. Las siguientes operaciones sobre las ecuaciones de un sistema dan lugar a un siste-

ma equivalente al dado:
1. Multiplicar una de las ecuaciones por una constante no nula.
2. Intercambiar dos de las ecuaciones.
3. Sumar un multiplo de una de las ecuaciones a otra ecuacion.

Las operaciones anteriores sobre las ecuaciones se corresponden con las siguientes operacio-
nes sobre las filas de la matriz aumentada del sistema. Se denominan operaciones elementales

sobre las filas:
1. Multiplicar una de las filas por una constante no nula.
2. Intercambiar dos de las filas.
3. Sumar un mdltiplo de una de las filas a otra fila.

Se dice que una matriz se encuentra en la forma escalonada en las filas reducida si se cumplen

las siguientes condiciones:

1. Si una fila no consta tnicamente de ceros, entonces su primer coeficiente no nulo es un

1 (a este 1 selo denomina 1 principal).

2. Si existen filas que constan s6lo de ceros (filas nulas), se agrupan en la parte inferior de

la matriz.

3. Si dos filas sucesivas son no nulas, el 1 principal de la fila inferior se presenta maés a la

derecha que el 1 principal de la fila superior.
4. Cada columna que contenga un 1 principal tiene ceros en todas las demds posiciones.

Si una matriz tiene solo las propiedades 1., 2. y 3. se dice que esta en la forma escalonada en las

filas.
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Diremos que dos matrices son equivalentes por filas si puede obtenerse una de la otra por
medio de una sucesion finita de operaciones elementales sobre las filas.

El método de eliminacion de Gauss para resolver sistemas lineales consiste en llevar la matriz
aumentada del sistema planteado, via la aplicacion sistemética de operaciones elementales
sobre sus filas, a la forma escalonada en las filas reducida. La resolucién del sistema resultante,
que es equivalente al original, es inmediata.

Llamamos rango fila (o rango) de la matriz A al ntimero de filas no nulas que tiene la matriz

escalonada en las filas reducida equivalentea A.
Teorema de Rouché-Frobenius. El sistema de matriz ampliada (A|b) es compatible si y solo

si el rango de (A|b) esigual al rango de A.

Notacién. El sistema

;

apxy + apxy + ...+ apxy = by
anx1 + apxy + ... + aux, = b
\ X1 + ampX2 + ...+ AupXn = by

puede escribirse AX = B, con

X1 by
A= (a;) eR™", X=| : |eR”,B=| : | eR™.

xn bm

En adelante, identificaremos X € R"*! con x = (x1,...,x,) € R" y B € R"™! con b =

(by,...,by) € R™. Asi, el sistema se escribira
Ax =b.
Propiedades. Sean A € R™*", b € R™ (b #0),
So={x e R": Ax =0} y  Sp={xeR": Ax=Db}.

a) Six €Sy eye Sy, entonces x+y e Sp. Si x€SyykeR,entonces kx € Sy.
Esto dice que la suma de dos soluciones de un sistema homogéneo es también soluciéon
del mismo y que los multiplos de una solucién son también soluciones.

b) Six e Sy, ey €Sy, entonces x —y € Sp.

Esto es, la diferencia entre dos soluciones de un sistema no homogéneo es solucién del

sistema homogéneo asociado.
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c) Si s es una solucién particular del sistema Ax = b (es decir, s € Sy, ), entonces

Sb=So+s={yeR"y=x+s, conx € Sp}.

Esto significa que cualquier solucion del sistema Ax = b puede obtenerse sumando

una solucién particular del sistema con una solucién del sistema homogéneo asociado.

Una matriz cuadrada A € R"*" es inversible si existe B € R"*" tal que AB = BA = I.
Cuando B existe, es tnica. Se llama la matriz inversa de A y lanotamos B = A~1.

Propiedad. Si A € R"™" y C € R"™" son inversibles, entonces AC es inversible y vale
(AC)"t=cCc 1A 1,

Propiedad. Si A € R"*" | las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A esinversible.
b) Ax = b tiene solucién tnica, cualquiera sea b € R**1.
¢) Ax = 0 tiene tnicamente la solucioén trivial.

d) A esequivalente por filasa I € R"*".

Combinacién lineal e independencia lineal. Subespacios

Diremos que un conjunto S C R" es un subespacio si verifica simultdneamente:

» El vector 0 pertenecea S.
» Si u y v son elementos de S, entonces la suma u + v pertenecea S.

» Si u es un elemento de S y ¢ es un namero real, entonces el producto cu pertenece a

S.

Por ejemplo, {0} y R" son subespacios y, si A € R™*" entonces {x € R": Ax = 0} es un
subespacio.

Dados vq,vy,...,vs en R", un vector w es una combinacion lineal de vi,vy,...,Vvs sSi W =
AV 4+ Avp + ...+ Agvs con Ag, Ay, ..., As ntimeros reales. El conjunto S de todas las com-
binaciones lineales de vy, vy, ..., Vs es un subespacio, que notaremos S = (vy,Vvy,...,Vs),y
{v1,v2,...,Vs} esun sistema o conjunto de generadores de S .

Los vectores vq,vy,...,vs € R" son linealmente dependientes si existen nimeros Aq, Ay, ..., As,

no todos iguales a 0, tales que Ajvy 4+ Ayvo 4 ... + Ayvs = 0. En caso contrario, se dice que
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son linealmente independientes, es decir, si la iinica forma de escribir al 0 como combinacién
lineal de vy, vy,..., Vs es con todos los coeficientes iguales a 0.

Si S es un subespacio de R", S # {0}, cualquier conjunto de generadores de S que sea
linealmente independiente se llama una base de S. Todas las bases de S tienen la misma
cantidad de elementos. Esta cantidad es la dimension de S y la notaremos dim(S) . Se define
también dim({0}) = 0.

Ejercicios

Ejercicio 1. Dadas las siguientes matrices, efectuar, cuando sea posible, los calculos indicados.

2 =2 123 -1
A= 3 | B=12200]; C= -1 1|,
1 0 010 0
2 1 2 21
D = ; =
0 — 1 -1 0
a) B+C b) 2A — E! c) BA d) BC
e) CB f) AB g) ED h) A'E! i) (EA)!
13 2 1
Ejercicio2. Dadas A= | 1 1 -1 |yB=] 0 1 —1 |, hallar
77 5 3
a) la segunda fila de AB;
b) la tercera columna de BA;
¢) el elemento c3 de C = ABA.
Ejercicio 3. Dado el sistema lineal
—xl + 2x2 + X3 pry
S: X1 + 3x — x4 = 0
2x1 + 3x3 + x4 = —1

(Cudles de las siguientes 4-uplas son soluciones de S?;Y del sistema homogéneo asociado?
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a) x = (2,2,1,0) b) y=(1,1,1,4) ¢) z=(0,0,0,0)

d) u=(-2,-3%, -7 e) v=(-1,1%1,0) fl w=(-1,-2,3,-7)
Ejercicio 4. Determinar todos los a € R para los que (4, —a,a — 1) es solucién del sistema

X1 — X3 =
2x1 + 2x» =0
2x1 + x2 + 3x3

Ejercicio 5. Obtener un sistema equivalente al dado, cuya matriz ampliada sea escalonada en
las filas reducida.

X1 + 2x + x3 = 2
a) 2x1 + 2x + x3 = -1
! + 2x + 2x3 = -1
( X1 + 2x + x3 4+ 3x4 = -1
b) x1 + 3xp 4+ 3x3 + 5xy =
| —2x1 — 2x 4+ 2x3 — 2x4 = 2

Ejercicio 6. Resolver por el método de eliminacién de Gauss el sistema cuya matriz ampliada

es (Alb).
0 A 123 b = (1,2)
2 32 b = (0,0)
1 2 -1 b = (3,1,-1)
b)) A=|111 -1 b = (0,0,0)
10 1 b = (1,1,2)
2 —1 2 b = (53,2
o0 A= 1 -3 2 b = (-1,1,2)
1 20 b = (0,00
2 —1 2 b = (0,0,0)
dA=l01 0 3 b = (1,0,0)
02 31 b = (0,1,0)
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1 2 -1
b = (1,2,1,2)
11 O
e) A= b = (2,0,-1,2)
-11 2 -1
b = (0,0,0,0)
0 24 -2
1 0 1
Ejercicio 7. Sea A € R¥3. i 3 |y | 1 | sonsolucionesde Ax=| 4 [,
-1 2 5

a) hallar una solucién de Ax = 0.

b) hallar una recta de soluciones de Ax = 0.

1

¢) hallar cuatro soluciones de Ax = | 4

Ejercicio 8. Sean (1,3,1), (2,2,4) y (2,0,4) soluciones de un sistema lineal no homogéneo.

a) Hallar dos rectas distintas tales que todos sus puntos sean soluciones del sistema homo-

géneo asociado.

b) Encontrar un plano tal que todos sus puntos sean soluciones del sistema no homogéneo.

2 1 1
Ejercicio 9. Sea A€ R¥>3.Si | 2 | y [ 1 | sonsolucionesde Ax=| 2 |y | 1 | es
2 1 2 2
0
solucionde Ax=| 0 |,
1
1 0
a) encontrar una solucion del sistema Ax=| 2 [+ | 0
2 1
0
b) encontrar una recta de soluciones del sistema Ax=| 2 |+ | 0
2 1

Ejercicio 10. Determinar todas las matrices B que verifican
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b)< 1 1>.B:<1 0)
2 2 01
C)( 1 1>_B:<0 0)
2 2 00
1 1 0 2 1
d | -1 -1 -1 |-B=]3 0
0 2 3 1 2

Ejercicio 11. Determinar cudles de las siguientes matrices son inversibles y exhibir la inversa
cuando exista.

A (TO) o (30). (v o2). p_( 1 2),
01 03 0 —1 -1 -2

21 1 2 11
E=101 1|, F=1011 [;
31 -1 200
11 -1 -1
G= ; H= ; G+H; G-H.
0 2 0 2
13 2
Ejercicio 12. Sea A = 01 1 |.Decidirsi A~! essolucién del sistema
-1 0 -1
15 4 120
X =
-1 10 011
Ejercicio 13. Sean
—X1 + X + x3 + x4 =
S =
Xo + 2x3 4+ 3x4 =
y
X1 + x 4+ x3 — x4 =0

Sr=4¢ 2x1 + x» + x3
X1 + 3x2 + 3x3 + x4 =
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Encontrar todos los x € R* que son soluciones de S; y S, simultdneamente.

Ejercicio 14. Determinar si el sistema tiene soluciones no triviales, sin resolverlo

2x1 + xp 4+ x3 — x4 = 0

0) {le + x — x3 = 0 b) X — x4 = 0
X2 + x3 = 0 X3 + x4 = 0

xg = 0

Ejercicio 15.

a) Encontrar todos los valores de k € R para los cuales el sistema S tiene solucién tnica.

(k2 — 1)X1 + X2 + kxs =
S: (k - 1)x2 + X3 =
(k+2)xs =

b) Determinar todos los valores de k € R para los cuales el sistema S admite solucién no

trivial.
(k+1)x; + kxp, — 2x; =
S: x1 + kxy + (k+2)x3 =
X1 + kxp — 2x3 = 0

Ejercicio 16. Determinar todos los valores de a, b y c para los cuales el sistema S es compa-
tible.

X1 + 2xp + x3 =
S: 2x1 + x + x3 =
51 + 4x, + 3x3 = ¢

Ejercicio 17. Resolver el sistema para todos los valores de k.

X1 + kxp + 2x3 — x4 = k+2
X1 +  kxp — 2x3 = 2
3x1 + 3kxp + 2x3 — 2x4 =k

Ejercicio 18. Encontrar todos los valores de a y b para los cuales los sistemas cuyas matrices
ampliadas se dan a continuacién son compatibles. En cada caso, para los valores hallados,

determinar si el sistema es compatible determinado o indeterminado.

10
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b
b+2

1 -3 3
b) )
0 a+1 a~-—1

c) -2 3 -3 2
0 a+1 —a—-11|0b

Ejercicio 19. Encontrar todos los valores de a y b para los cuales (2,0, —1) es la tinica solu-

cion del sistema
2x7 — axp + 2x3 = 2

X1 + xp — bxs
ZJCZ — SX3 = 3

Ejercicio 20. Hallar todos los valores de k para los cuales el conjunto de soluciones del si-
guiente sistema es M = {A(1,1,0,0) + (2,0,—1,0) : A € R}:

X, — X + 2x3 = 0
(k> —1)xp + 2%y = —k*+1
(k + 1)X3 4+ 4xy = —k-—1

Ejercicio 21. Encontrar todos los valores de a y b para los cuales el sistema cuya matriz
1 a -1|1

ampliadaes | —a —1 1 |—1 | tiene como conjunto de soluciones una recta.
-1 —a a | b

Ejercicio 22.
a) Decidir cudles de los siguientes subconjuntos del plano son puntos, rectas o todo R2.
S1=((0,0)) S =((11)  S3=((1,1):(22))
Se=((1,0);(0,2)) S5 =((1,1);(~1,-1))

b) Decidir cudles de los siguientes subconjuntos del espacio son puntos, rectas, planos o
todo IR3.

S1=((0,0,0))  S2=(1,11) S=((111);(222) Si=((1,01);(0,20))
Ss = ((1,0,1);(0,2,0); (3,5,3))  Se = {(1,0,1);(0,2,0); (a,b,a))

S; = ((1,0,1); (0,2,0); (3,0,1))

11
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Ejercicio 23. En cada caso, determinar si el vector v pertenece al subespacio S y, en caso

afirmativo, escribir a v como combinacién lineal de los generadores dados.

a) v=(1,2) S =1((2,3);(3,4))
1
zl
0 v=(1,23) S={((-1,1,3);(21,0))

B v=(-1,:2) S={(2-1,-4))

d) v=(1,23) S=((1,1,1);(2,1,1);(1,—1,-1))
e) v=(-1,22) S=1((1,23);(—3,-2 —4);(0,4,5))
Hv=(xvyz) S={(111)(11,0)(1,0,0)
Ejercicio 24. Hallar un conjunto de generadores de los siguientes subespacios.
1) S={xe€R? 2x; —3x =0}
b) S={xecR3: x; +x3 =0;x; —x3 =0}
c) S={xcR3: 2x; +x, —3x3 =0}
d) S={xcR* x; +x+3x3=0; —x1 —2x2 + x3 + x4 = 0;3x1 +5xp + x3 — 2x4 = 0}

e) S={x€R? x; +x=0;x; —xp =0}

Ejercicio 25. Hallar ecuaciones para los siguientes subespacios.
a) S =((1,-3)) b) S=((1,0,-1);(-3,2,1))

) S=1((2,1,0);(0,1,1); (6,2, —1)) d) S =1{((1,2,1,0); (1,0,0,1))

Ejercicio 26. Decidirsi S C T.
a) S=((2,-1)) y T = {x € R?: 2x; + 4x, = 0}
b) S=1((1,2,3);(0,1,0)) y T = {x € R®: 3x; — x3 = 0}
) S={((-1,2,0);(1,1,-1)) y T = {x € R3: 2x; + xo + x3 = 0}
d) S=((1,1,1) y T = ((2,-3,2)(0,1,0))
e) S=((1,1,-1)) y T = ((1,1,-2)(=3,1,1))
HS={xeR:x1—x=0x+2x—x3=0} y T={x € R3 3x; — x3 =0}

12
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Ejercicio 27. Decidir si el conjunto de vectores es linealmente dependiente o independiente.
En caso de que sea linealmente dependiente, escribir alguno de los vectores como combina-

cioén lineal de los otros.

a) {(1,-1);(=1,2)} b) {(1,-1);(=1,2);(3,4)}

c) {(1,-1);(0,0);(-1,2)} d) {(1,-1);(=2,2)}

) {(3,2,-1)} H A1 =2,-1);(=2,1,0);(-2,4,2)}
& {(1,-2,-1);(-2,4,2)} h {(1,-2,-1);(=2,1,0);(0,3,1)}
) {(1,1,-2);(4,0,-7);(-1,3,1)} ) {(1,1,1);(0,1,1);(0,0,1)}

Ejercicio 28. Dar una base y la dimensién del subespacio S.
a) S=((1,-1);(—1,2))
b) S=((1,-1,2);(0,0,1);(-2,2,0))
c S=((1,-2,-1);(—2,1,0);(0,3,1))
d) S={xcR? 3x; —2x, =0}
e) S={x€R3: x; +x3 =0;x0 — x3 = 0;2x1 +2x, = 0}

f S={xeR* x; —3x3 =0;x2+ x3 —2x4 = 0}

Ejercicio 29. Dar una base y la dimensiénde SNT.
1) S={x€R3: x;—2x =0} y T={x€R3 xp +x3 =0}.
b) S={((1,-1,3);(2,1,-1)) y T = {x € R®: x; + xo + x3 = 0}.
) S=((1,2,-1);(2,3,2)) y T=((0,1,1);(1,0,2)).
d) S=1{((1,0,-1);(0,1,1)) y T={x € R®: xp + x3 = 0;x1 — 2xp = 0}.

e) S=1{((2,1,1,-3);(1,0,1,-1)) y T = {x € R*: x; + x4 = 0}.

13
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Ejercicios surtidos

1. Determinar a y b en R para que (1,—1,2, —1) sea solucién del sistema cuya matriz
1 -2 1 a|2
ampliadaes | —2b —2 0 2|2 |.Paralos valoreshallados, resolver el sistema.
a —4 —b 5|4

1 3
2. Sesabe que | —1 | y | 1 | son soluciones del sistema Ax = b. Hallar alguna
0 1

soluciéon de Ax = b que también sea solucién de 2x; —2xy +x3 = 9.

3. Hallar todos los valores de k € R para los cuales el conjunto de soluciones del sistema

x1 + 2kxp; 4+ x3 =
kxy + 2xo + kxz = k
2xp 4+ kxz3 = k—2

es una recta contenida en el plano x; — 4x; + 2x3 = 4.

4. Hallar todos los valores de a € R tales que {(2,0,—3)} es el conjunto de soluciones del

X1 + x» — x3 = b
sistema 3x1 + ax, + x3 = 3
—-X1 + X2 4+ axz = a?
4 0 O 2 0 -3 X1
5 Sean A= 1 0 -3 | yB= 0 —1 0 |.Hallartodoslos x= | x, | tales
0 2 -3 0 2 X3
que Ax = Bx.

6. Sean en R* los sistemas

X1+ X2 — 3x4 = -1
S —x1 + 2xp — X3 =
—3x1 + 3x — 2x3 + 3x4 = 5
X 2x = 4
Sy 1+ 2
X1 + axz = b

Hallar todos los valores de a,b € R para los cuales S; y S, tienen infinitas soluciones

comunes. Para los valores hallados, encontrar todas las soluciones comunes.

14
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10.

5 1 a
Dadas A= | 2 -1 | yc=| a—3 |, determinar todos los valores de a para los
3 2 a+1

cuales el sistema Ax = ¢ es compatible.

Para alguno de los valores de a hallados, resolver el sistema y escribir a ¢ como combi-

nacion lineal de las columnas de A.

Determinar los valores de k para los cuales {(0,1,—2);(1,—1,k);(2,—3,0)} es lineal-

mente dependiente.

En cada caso, decidir si el conjunto de vectores dado es una base del subespacio
{x € R3: x; — xp +2x3 = 0}.

a) {(1,1,0)} b) {(2,0,—1);(—6,0,3)}
c {(1,1,0);(1,-1,-1)} d) {(2,0,-1);(1,—-1,1)}

Dados los subespacios S = {x € R®: x; —xp +2x3 =0} y T = {(1,2,1); (2,1, -2)),
encontrar una base de R® que contenga una base de S y una base de T.

15
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Practica 7

Determinantes

Si AcR¥?2, A=

Si AcR¥3, A=

det(A) = |A| =

Definiciones y propiedades

elementos de A. Senota det(A) 6 |A].
a1 a1 . ,
, el determinante de A es el niumero
az1 a2
a1 a2
det(A) = |A| = = a11a — A12a21.
az1 4
a1 412 413
azy dxp a3z |-
a3y asy ass
a1 412 413
B azx a3 a1 a3 a1
ap1 dpp dx3 | = 411 —app + a3
aszp as3 az1 4ass as1
az1 adzx 4ass

nantes de matrices de (n —1) x (n —1).

ntmero Cjj = (—1)"M;; se conoce como cofactor del elemento a;j .

Se define el determinante de una matriz A € R"*" como

det(A) = ’A‘ = a11C11 + 6112(:12 +...+ alnCln.

det(A) = alelj + (szCzj +...+ an]-an

(desarrollo por cofactores a lo largo de la j-ésima columna) y

det(A) = a;1Cip +apCpp + ... +a;,Cy

1

El determinante de una matriz A € R"*" es un nimero real que se calcula a partir de los

az

asp

Los determinantes de matrices de 4 x 4 se calculan utilizando determinantes de matrices de

3 x 3, y, en general, los determinantes de matrices de n x n se calculan utilizando determi-

Si A€ R™", A= (a;), el menor del elemento a;;, que se nota M;;, se define como el deter-

minante de la submatriz que queda al eliminar de A la i-ésima fila y la j-ésima columna. El

Propiedad. Se puede obtener det(A) multiplicando los elementos de cualquier fila (o columna)
por sus respectivos cofactores y sumando los productos que resulten. Es decir, para cada 1 <
i<nyl<j<n,
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(desarrollo por cofactores a lo largo de la i-ésima fila).

Propiedades.

» Si A € R"™" contiene una fila de ceros, entonces det(A) = 0.

» Si A € R"™" es una matriz triangular, entonces det(A) es el producto de los elementos

de la diagonal, es decir det(A) = aj1a2 ... an, .

» Si A€ R y Al eslamatriz transpuesta de A, entonces det(A?) = det(A).
Propiedades. Sea A € R"*".

» Si A’ esla matriz que se obtiene cuando una sola fila de A se multiplica por una cons-
tante k, entonces det(A’) = kdet(A).

» Si A’ es la matriz que se obtiene al intercambiar dos filas de A, entonces det(A’) =
—det(A).
» Si A’ esla matriz que se obtiene al sumar un mdultiplo de una de las filas de A a otra
fila, entonces det(A’) = det(A).
Propiedades.

» Si AeR"™", BeR"™ ykeRR,entonces

det(kA) = k"det(A)
det(AB) = det(A)det(B)

» A € R"™" esinversible si, y solo si, det(A) # 0. En el caso de que A sea inversible vale

det(4™") = detl(A)

Interpretaciéon geométrica del determinante

Si O = (0,0), P = (p1,p2), Q = (q1,92) son tres puntos en R?, el 4rea del paralelogramo

det(p1 lh) )
p2 g2

Dados en R3 los puntos O = (0,0,0), P = (p1,p2,p3), Q = (91,92,93) y R = (r1,12,13), €l

determinado por (i)’ y (ﬁ es

volumen del paralelepipedo determinado por OP, OQ y OR es

P1r 41 "

det| p2 g2 7 :](CﬁxO@)O_IE\

p3 43 13
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Ejercicios

Ejercicio 1. Calcular los siguientes determinantes

-3 2
6 —4

-3 2

a
|3

b)‘

Ejercicio 2. Calcular los siguientes determinantes, desarrollando por cofactores por las filas y

columnas indicadas:

051 .
por tercera fila;
a) |2 4 2 :
por primera columna.
015
-3 0 00 por primera fila;
b -4 0 6 0 por segunda fila;
58 -1 0 por cuarta columna;
23 06 por tercera columna.

Ejercicio 3. Calcular los siguientes determinantes, desarrollando por cofactores por la fila o

columna mas conveniente.

1 —1
2 35 0 1
a |4 0 1 b)
15 0 2
007
00 3 -1

Ejercicio 4. Calcular los determinantes de las siguientes matrices usando propiedades.

1 00 0
2 01 200 0 -2 0 0
a) [ 3 2 2 by | 410 c) 0 03 00
000 0 25 0 40 —-40
-1 00 05
10 3 21 -1
Ejercicio 5. Sean A = 22 -1 ]lyB=|01 8
-1 0 1 00 -1

Calcular det(A), det(B), det(A?), det(AB), det(A + B), det(A'?) y det(A°B — A).
Ejercicio 6.

a) Determinar todos valores de k € R para los cuales la matriz A no es inversible.
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. A 2 k+4 . A 1 k
k—2 —4 2 2k
k2 1 k 3
s A= 0 K¥-1 2 s A=| kK2 9
0 0 k—2 3 3

b) Determinar todos los valores de k € R para los cuales la matriz A es inversible.

k+1 2
. A + 1
2 k-2 m A= -1 0
m A= -1 2 4
1 k k+1
2 0 2
Ejercicio 7. Sea A = 2 a+1 a |.Encontrartodoslosvaloresde a € R paralos cuales
-1 a 0

el sistema Ax = 2x admite solucidn no trivial.

Ejercicio 8. Si A € R3*3 y det(A) = 15, calcular
a) det(2A) b) det((3A)~1) c) det(3A~1)

Ejercicio 9. En cada caso, calcular el drea del paralelogramo determinado por O? y (ﬁ
a) O=(0,0),P=(1,-2), Q= (3,2).
b) O=(0,0), P=2(1,-2), Q=2(3,2).

Ejercicio 10. Sean u = (1,1,2), v=(4,2,1) y w=(3,1,1).

a) Calcular el volumen del paralelepipedo determinado por u, vy w.

21 -3
b) SiA=| -1 0 1 |[,calcular det(A) y el volumen del paralelepipedo determinado
01 1

por Au, Av y Aw. ;Qué se puede concluir?
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Ejercicios surtidos

0 -1
1. Sean A= | 0 -1 4 y B € R®3 tal que det(AB) = 2. Calcular det(B~1).
2 3 2
2 21
2.Sean A= | 1 2 2 | yBeR>? tal que det(B) = —3.
2 -1 2
Hallar todas las soluciones del sistema (BA)x = —Bx.
a 0 1
3.SeaA=| 0 a—2 2
1 0 1

Decidir para qué valores de a € R el sistema (A% +2A)x = 0 tiene solucién no trivial.

-1
k
1

2
y B= -1 k
0

4. Sean A =

T e
N R O

1
Hallar todos los valores de k € R tales que det(BA~!) = det (A_LBA> .
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Practica 8

Introduccion a las transformaciones lineales

Definiciones y propiedades

Transformaciones lineales de R" a R™

Una transformacion lineal T: R" — R™ es una funcién que satisface las dos propiedades si-

guientes:

TL1. SiveR"'yweR", T(v4+w)=T(v)+T(w).
TL2. Sike Ry veR", T(kv) =kT(v).

Son transformaciones lineales:

» La funcién nula 0: R” — R™, dada por 0(v) = 0 para todo v € R".

» La funcién identidad id: R” — R", dada por id(v) = v para todo v € R".

Propiedades. Cualquier transformacion lineal T: R" — R™ satisface:

a) T(0)=0
b) T(—v)= —T(v) paratodo v € R"
c) Tv—w)=T(v)—T(w) para vy w € R"

d) T(ayvi+avo+---+av,) =a1T(vy) +axT(vp) +---+a,T(v,) para ay,az,...,a, € R,

Vi, Vo, ..., v, € R",

Dada una transformacién lineal T: R" — R™, existe una tinica matriz A € R™*" tal que T

puede escribirse en la forma

X1
T(x1,...,x0)=A| + |, 6 T(x)=Ax

La representacion T(x) = Ax se llama la expresion matricial candnica de T y ala matriz A sela

denomina la matriz de la transformacion lineal T . Escribiremos At para representar esta matriz.

Teorema. Si {vy,vy,...,v,} es unabase de R" y wy,wp,..., W, son vectores (no necesaria-
mente distintos) en R™, entonces hay una tnica transformacion lineal T: R" — R tal que

T(Vl) = Wy, T(VZ) = Wy,..., T(VH) = Wy.
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Geometria y transformaciones lineales en el plano
Algunas transformaciones lineales T: R?> — R? pueden interpretarse geométricamente.

» Rotacién de d&ngulo 6 en el sentido contrario al de las agujas del reloj:

Ay — ( cos(f) —sen(h) )
sen(f)  cos(6)

» Homotecia de factor k € R~o: T(x) = kx. Puede ser una dilatacién (si k > 1) o una

k 0
contraccion (si k < 1). En este caso, At = ( 0 & > .

1 k
» Deslizamiento cortante en la direccion x con factor k: At = ( 0 1 )

10
n Deslizamiento cortante en la direccion y con factor k: Ar = < r 1 )

Imagen y preimagen de un conjunto por una transformacién lineal

Si T: R" — R™ es una transformacion lineal, S C R", w € R” y M C R™, notamos:

T(S) = {weR"/w=T(s)cons €S} (imagen de S por T)
“Yw) = {veR"/T(v) =w} (preimagen o imagen inversa de w por T)

T
T1 (M) = {veR"/T(v) € M} (preimagen oimagen inversa de M por T)

Propiedades. Si S es un subespacio de R", entonces T(S) es un subespacio de R™.

Si T es un subespacio de R, entonces T~1(T) es un subespacio de R".

Si T: R" — R™ es una transformacion lineal, llamamos:

» niicleo de T al conjunto Nu(T) = {v e R"/ T(v) =0},

» imagen de T al conjunto Im(T) = {w € R"/ w =T(v)conv € R"}.
Observamos que Nu(T) = T-1(0), Im(T) = T(R").
Propiedades. Si T: R" — R™ es una transformacion lineal, entonces:

a) Nu(T), Im(T) son subespacios de R" y R™ respectivamente.

b) Si {vi,va,...,v,} esun conjunto de generadores de R", {T(vy),T(v2),...,T(v,)} es

un conjunto de generadores de Im(T).
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c) dim(Im(T)) = rg(Ar).
Teorema de la dimension. Si T: R"” — R es una transformacion lineal, entonces

dim(Nu(T)) + dim(Im(T)) = n.

Clasificacién, composicion e inversa

Decimos que una transformacion lineal T: R" — R es:

7

» monomorfismo si es inyectiva, esto es, si verifica “T(v) = T(w) = v=w".

» epimorfismo si es suryectiva, esto es, si Im(T) = R™.

= isomorfismo si es biyectiva, es decir, si es monomorfismo y epimorfismo.
Propiedades. Si T: R" — R™ es una transformacion lineal, entonces:

a) T es monomorfismo siy sélosi Nu(T) = {0}.

b) Si T es monomorfismo y {vi,vy,...,v,;} es linealmente independiente, entonces

{T(v1),T(vz),...,T(vs)} eslinealmente independiente.

Si T: R" — R" es una transformacién lineal, entonces T es isomorfismo si y sélo si “Si

{v1,v2,...,v,} esunabase de R", entonces {T(v1),T(vz2),...,T(vy)} esunabase de R"”.

Dadas dos transformaciones lineales, T: R" — R™ y S: R™ — RF, la composicién
SoT: R" — Rk, definida por (So T)(v) = S(T(v)),

es una transformacion lineal. La matriz de la composicion So T es Agsor = AsAT.

Si T: R" — R" es isomorfismo, la funcién inversa
T-1:R" - R", quecumple ToT ' =id y T !oT =1d,

es isomorfismo. La matriz de la inversade T es Ap1 = (A7)~ '.

Propiedad. Si T: R" — R" y S: R" — R" son isomorfismos, entonces So T es isomorfismo y
se verifica (SoT) ! =T 10571,

Una transformacion lineal p: R" — R" es un proyectorsi pop = p.

Si p: R" — R" es un proyector, entonces para todo v € Im(p), vale p(v) =v.

Son ejemplos de proyectores la proyeccién ortogonal sobre una recta en R?, o sobre un plano

o una recta en R3.
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Ejercicios

Ejercicio 1. Determinar si la funcién T es una transformacién lineal.
a) T:R?> = R?, T(xy,x2) = (x1 +3,—x2).
b) T:R3 = R? T(x,x,x3) = (x1 — x2,2%1).
c) T:RZ = R4, T(x1,x0) = (x1,x2,0,0).
d) T:R3 = R3 T(x1,x,x3) = (3x1 — x2,x3,2%7) .
e) T:R* = R?, T(x1,x2,x3,x4) = (x3 —3x2 + x3 — 2x4,3x1 — 4xp — x5 + x4)

f T:R* = R, T(xy,x2,x3,x4) = (x1,X1 + X2, X1 + X2 + X3, —2x4, X1 + X2 + X3 + X4)

Ejercicio 2. En cada caso, hallar la expresion funcional de T(x) = Ax.

12 2
a) T:R2 5 R2, A= b) T: R2 5 R2, A= 3
—1 0 —4 -6
L o 3 -1 0
c) T:RZ_)RZ'A:<O 1) d T:RE—-R, A=12 11
0 2
1 —1 00
) T:RZ >R, A=|10 1 ) T:RE =R A= 10
2 0 01
-1 20 1
9 T:R* - R3, A= 001 —1
210 0

Ejercicio 3. En cada caso, hallar la expresion matricial canénica de T'.
a) T:R?> = R?, T(xq,x2) = (x1 +3x2,x1 — x2)
b) T:R3 — R3, T(xy,x2,x3) = (x1 +xp + x3,x1 — x2,2%3 + x3) .
c) T:R3 = R3, T(x1,x0,x3) = (x1,x1 + X2, %1 + %2 +x3).

d) T:R?— R3 T(x1,x) = (—x1 + x2,x1 +3x2,x1 — Xx2)
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e) T: R4 — IR?)/ T(xll X2,X3, x4) - <x4/ X2, X1 — x3)

Ejercicio 4. Decidir si existe una transformacién lineal T que satisface:
a) T:R? = R?, T(1,-1) = (3,0), T(2,-2) = (0,-2)
b) T:R®— R?, T(1,-2,0) = (3,4), T(2,0,1) = (—1,1), T(0,4,1) = (=7,-7)
o T:R>—=R3 T(1,1,1) = (2,3,4), T(0,1,1) = (1,2,1), T(1,2,2) = (1,1,5)

d T:R>—R3 T(1,1) = (2,1,1), T(1,0) = (0,2,0), T(5,2) = (4,8,2)

Ejercicio 5. Hallar las expresiones funcional y matricial de la transformacion lineal T .
a) T:R3— R3 talque T(1,0,0) = (2,1,—1), T(0,1,0) = (3,—1,1) y T(0,0,1) = (0,0,4).
b) T:R?®— R3 tal que T(2,0,0) = (4,2,2), T(0,4,0) = (1,1,1) y T(0,0,3) = (0,0,—1).
c) T:R3 — R3talque T(1,1,-1) = (0,3,1), T(1,0,1) = (2,—1,1) y T(1,1,0) = (3,2,4).

d) T:R?>—R?talque T(1,—-1) = (2,1) y T(1,1) = (0,1).

Ejercicio 6. Hallar todos los valores de k € R tales que

1 k

a) T:R* = R?, T(x) = ( - ) x, verifica T(1,1) = (=3,2).
1 -10

b T:R3—=R3, T(x)=| 0 2 1 |x verifica T(1,2,1) = (-1,5,—6).
1 0 k

Ejercicio 7. Hallar la expresién matricial de la simetria en R? respecto a

a) el eje x b) el eje y c) larecta y =x d) larecta y = —x
Ejercicio 8. Hallar la expresién matricial de la simetria en R?® respecto al

a) plano xy b) plano xz ¢) plano yz
Ejercicio 9. Hallar la expresion matricial de la proyeccién ortogonal en R? sobre

a) el eje x b) el eje y

Ejercicio 10. Hallar la expresién matricial de la proyeccién ortogonal en R? sobre

5
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a) el plano x b) el plano xz c) el plano yz
p y p p Yy

Ejercicio 11. Hallar la imagen del vector (3, —4) cuando se lo hace girar, en el sentido contra-

rio al de las agujas del reloj, con un dngulo de:

a)% b)g c)g d) 7

En cada caso, dar la expresiéon matricial de la rotacién correspondiente al angulo dado.

Ejercicio 12. Hallar la expresién matricial de la rotaciéon de dngulo

7T . . . . .
a) ¢ en sentido contrario al de las agujas del reloj con respecto al eje x.

N

b) — en sentido contrario al de las agujas del reloj con respecto al eje v .

N

c) 5 en sentido contrario al de las agujas del reloj con respecto al eje z.

Ejercicio 13. Hallar la expresion matricial de la transformacién lineal en R? que produce un

deslizamiento cortante con un factor de

a) k =4 enla direccién y. b) k = —2 enla direcci6on x.

Ejercicio 14. Hallar la expresién matricial de la transformacion lineal en R? que produce
a) una dilatacién de factor k = 2.
1
b) una contraccion de factor k = 5

¢) una dilatacién de factor k = 2 en la direccién x.

1
d) una contraccién de factor k = 5 en la direccién y .

Ejercicio 15. Hallar la imagen del cuadrado unitario de R?, es decir el cuadrado con vértices
en (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1), por las transformaciones lineales de los ejercicios 7,9, 11,13 y
14.

Ejercicio 16. Hallar la imagen del rectdngulo con vértices (0,0), (1,0), (1,2) y (0,2) bajo
a) una simetria con respecto a la recta y = x.

7T . . . .
b) una rotacion de dngulo z e sentido contrario al de las agujas del reloj.

. 1 o
c) una contraccién con factor 5 en la direccién y .
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d) una dilatacion con factor 3 en la direccidon x.
e) un deslizamiento cortante con factor 2 en la direccién x.

f) un deslizamiento cortante con factor 1 en la direccién y.

Ejercicio 17. Hallar una base de laimagen T(S) del subespacio S por la transformacion lineal

T'. Interpretar geométricamente.

1
a) T:]RZ—HRZ,T(X)=< . g)x,yS:{xeRz/xl—xzzo}.
1 1
b) T:R® - R3, T(x)= | 0 —1 | x, para
1 0
(1) S={x€R¥/x; +x,+2x3 =0} an S=((1,2,0))

Ejercicio 18. Hallar la preimagen T~!(M) del conjunto M por la transformacién lineal T.

Interpretar geométricamente.
a) T:R? — R?, T(x) = (8x1,3x; — x3), para

N M={(1,2)} () M= ({(1,1))

20
M M={@3,k}, keR. () M= {xeR%/ x;+x =0}

1
b) T:R*> - R?, T(x) = ( 0 ) X, para

) T: R = R?, T(x) = (x1 — x3,%2,%2), para

O M={(-212} @ M=(-212) @) M=(211)
1 10
d T:RP >R, T(x)=| 0 -1 1 |x,para
1 23
0 M=1{(2,-13)} ) M= {xeR3/ x;+x+x3 =0}

() M=((2,-1,3))
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Ejercicio 19. Sean T: R® — R? la transformacién lineal T(xq,%,x3) = (x1 — X2, %2 + x3),
w=(2,3),S={((1,2,1)) y T = {x € R?/ 3x; — 2x, = 0}. Hallar T(S), T-}(w) y T~}(T).

Ejercicio 20. Hallar una base del nticleo y una base de la imagen de T.
a) T: R = R3, T(xq,x,x3) = (x1 +x2 + X3, X1 — X2,2%2 + x3)
b) T:R> = R3, T(xq,x2,x3) = (x1 + x3,0,x2 + 2x3)
c) T:R* = R3, T(xq,x,x3,%3) = (x1 — X3, X3 + 2x4, X1 + X2 — X3 + 2x4)

d) T:R* = R3, T(x1,x,x3,%1) = (x1 — X3, —X2 + X4, X1)

131
Ejercicio 21. Sea T: R?® — R3 la transformacion lineal con matriz At = 2 21
-1 10
a) Calcular T(1,0,—2) y T(0,0,1).
b) Dar bases de Nu(T) e Im(T).
c¢) Calcular T-1(-1,1,-2).
3 12 2
Ejercicio 22. Sea T: R®> — R3 la transformaci6n lineal con matriz A = 2 1 -1
-1 13 5
Calcular la dimensién de Im(T).
13 2
Ejercicio 23. Sea T: R® — R3, T(x) = | —1 2 3 | x. Hallar todos los valores de k € R
21 -1

para los cuales (2k?,2,3k) € Im(T).
Ejercicio 24. Sea T: R® — R3 la transformacién lineal tal que T(0,0,2) = (1,-2,-1),
T(0,1,—1) = (3,—2,0) y T(2,1,0) = (1,2,2).

a) Calcular T(0,2,—-1).

b) Hallar una base de Im(T) y una base deNu(T).
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Ejercicio 25. Para cada una de las transformaciones lineales T del ejercicio 3, calcular rg(Ar),
dim(Im(T)) y dim(Nu(T)). Decidir cudles son monomorfismos, epimorfismos e isomorfis-

mos.

Ejercicio 26. En cada caso, definir, si es posible, una transformacion lineal que verifique las

condiciones enunciadas.
a) T:R? — R? tal que Nu(T) = {x € R?/x; +2x, = 0}, Im(T) = {((1,0))
b) T:R3®— R3 tal que Nu(T) = {x € R¥/x; + x, = 0}
c) T:R3 — R3 tal que (1,1,2) € Nu(T), Im(T) = ((1,0,1),(2,1,0))
d) T:R3>— R? tal que (1,0,1) € Nu(T) y T es epimorfismo
e) T:R? — R? tal que Nu(T) = Im(T)
f) T:R®>— R3 tal que Nu(T) = Im(T)
¢) T:R3— R3 talque Nu(T) C Im(T) y T(3,2,1) = T(—1,2,0) #0
Ejercicio 27. Sean S; = {x € R3/2x; —xp +x3 = 0;x1 —3x3 = 0}, S, = {x € R3/2x —

xp +4x3 =0}, T1 = ((1,0,1),(0,1,1)) y T, = ((2,1,3),(0,0,1)) . Hallar una transformacién
lineal T: R® — R3 que verifique simultdneamente: T(S;) C Ty, T(S;) € T, y Nu(T) # R3.

Ejercicio 28. Sean las transformaciones lineales T;: R?> — R?, Tj(x1,x2) = (x1 — x2, X1 +2x3)

10
1 01
T: R® — R?, Tz(X):( s 3>x,yT3:]R2—>R3 tal que Ar, = | —1 0 |.Hallar
2 2

las expresiones matricialesde T1 o Ty, T, 0o T3 y Tz 0 Tp.

Ejercicio 29. Hallar S = T, o T;, T = T o T, y determinar el nticleo y la imagen de Ty, T3,
SyT.

a) Tp: R> = R?, Ty(x1,x2,x3) = (%1, X1 + X2 — X3);
Tr: RZ — RS, Tz(xl,JQ) = (x1 — XZ,Xl,Xz).

b) Ty: R3 — R3 la transformacién lineal tal que T1(0,0,1) = (0,—1,1), T1(0,1,1) =
(1,0,1) y Ty(1,1,1) = (1,1,0);
Tp:R® = R?, To(x1,x2,x3) = (2x1 + x3, X3 — X3,2X1 + X2) .
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Ejercicio 30. Encontrar la matriz para la composicion de transformaciones lineales de R? que

se indica.

2 < T . . . . .
a) Una rotacion de angulo o en sentido contrario al de las agujas del reloj seguida de una

simetria con respecto a la recta y = x.

1
b) Una proyeccién ortogonal sobre el eje y seguida de una contraccién con factor k = 5
c) Una simetria con respecto al eje x seguida de una dilatacién con factor k = 3.

d) Una rotacién de dngulo g en sentido contrario al de las agujas del reloj seguida de

una proyeccién ortogonal sobre el eje x, seguida de una simetria con respecto a la recta
y=x.

. ., . sz z 7-( .
e) Una dilatacién de factor k = 2 seguida de una rotacién de dngulo 7 sentido contra-

rio a las agujas del reloj seguida de una simetria con respecto al eje y.

f) Una rotaciéon de angulo % en sentido contrario al de las agujas del reloj seguida de una

. s P 7T . . . . .
rotaciéon de dngulo I o0 sentido contrario al de las agujas del reloj, seguida de una

. s ‘ 7T . . . .
rotacién de angulo 3 en sentido contrario al de las agujas del reloj.
Ejercicio 31. Encontrar la matriz para la composicién de transformaciones lineales de R® que
se indica.

a) Una simetria con respecto al plano yz seguida de una proyeccién ortogonal sobre el

plano xz.

b) Una rotacién de angulo g en sentido contrario al de las agujas del reloj respecto del eje

y seguida de una dilatacién de factor k = /2.

c) Una proyeccién ortogonal sobre el plano xy seguida de una simetria con respecto al

plano yz.

d) Una rotacién de dngulo % en sentido contrario al de las agujas del reloj respecto al eje

. . p 7T . . . .
x seguida de una rotacién de angulo ¢ e sentido contrario al de las agujas del reloj

. . . 1
respecto al eje z seguida de una contraccién con factor k = i

e) Una simetria con respecto al plano xy seguida de una simetria con respecto al plano xz

seguida de una proyecciéon ortogonal sobre el plano yz.

10
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3
f) Una rotacién de angulo 77-[ en sentido contrario al de las agujas del reloj respecto al eje

. . p 7T . . . .
x seguida de una rotacién de dngulo 5 en sentido contrario al de las agujas del reloj
respecto al eje y, seguida de una rotacién de dngulo 7© en sentido contrario al de las

agujas del reloj respecto al eje z.

Ejercicio 32. Hallar la funcién inversa del isomorfismo T'.
a) T:R3 — R3 talque T(1,1,-1) = (1,-1,1), T(2,0,1) = (1,1,0) y T(0,1,0) = (0,0,1).

b) T:R? = R?, T(x1,x) = (x1,%1 — x2).

3 -10
o T:R3—=R, Tx)=| 1 21 |x.
0
1 2 5
Ejercicio 33. Sea T: R®> — R3 la transformacion lineal con matriz Ar = | 3 -1 2
2 k -3

Hallar todos los valores de k € R tales que T es monomorfismo.

Ejercicio 34. Sea T: R® — R3 la transformacién lineal tal que T(1,1,1) = (1,1,2), T(1,2,0) =
(-1,1,1) y T(1,0,0) = (0,1,1 + k). Hallar todos los valores de k € R para los cuales
Nu(T) £ {0}

Ejercicio 35. Sea T: R3 = R?, T(x)=| 0 0 —1 |x.

a) Calcular To T(3,0,0), ToT(1,-2,0) y ToT(0,0,1).

b) Hallar bases de Nu(ToT) yde Im(ToT).

Ejercicio 36. Sean S = {x e R3/x; —xp—x3=x1 +x3 =0} y T = {x € R¥/ 2x; — x, = 0}.
Definir una transformacién lineal T: R?® — R3 que verifique simultdneamente Nu(T) = S y
Nu(ToT)=T.

Ejercicio 37. Determinar si la transformacién lineal p es un proyector.
a) p:R3 = R3, p(x1,x0,x3) = (x1,0,0)

b) p: R? — RZ, P(x1,x2) = (xz,O)

11
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c) p: R? - R?, p(x1,x2) = (2x7 — 2x2, X1 — X2)

d) p: R3 = R3, p(x1,x2,x3) = (2x7 — 2xp, X1 — x2,0)

Ejercicio 38. Definir un proyector p tal que
a) p:R* = R?, Nu(p) = ((-1,2)), Im(p) = ((-1,1)).
b) p:R3— R3, Nu(p) = ((1,1,-2)) . ¢Es tnico?

c) p:R>— RS Nu(p) =((2,-1,3)), Im(p) = {x € R®/2x; — xp + 3x3 = 0} . Interpretar

geométricamente.

Ejercicio 39. Hallar la imagen del cuadrado unitario de R? por la transformacién lineal T y

calcular su &rea. Graficar.
a) T:R?> — R?, T(xy,x2) = (2x1,3x2)

b) T: Rz — RZ, T(xl, XZ) = (le + X, X1 + 3X2)

Ejercicio 40. Hallar la imagen del cubo unitario de R® por la transformacion lineal T y cal-

cular su volumen.
a) T: ]R?’ — R3, T(xl, XZ,JCQ,) = (ZX1,3XZ,5X3)

b) T:R> — R3, T(x1,x0,x3) = (2x1 — X2 + x3, X1 + 2x2, X2 + 3x3)

12
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Ejercicios surtidos

1. Sea T: R3 — R3 una transformacién lineal que satisface: To T = 0, T(1,0,0) = (1,2,2)
y (0,0,1) € Nu(T). Hallar la expresién matricial de T.

2 k -1
2. Sea T: R® — R? la transformacion lineal tal que Ay = | —1 0 3 |,ysea v =
11 2

(0,5,1). Determinar k € R de modo que dim(Im(T)) = 2 vy, para el valor k hallado,
decidir si v € Im(T).

-2 10
3.Sea T: R® - R3 T(x) = | —5 1 k | x.Hallar todos los valores de k € R para los

-8 k 2
cuales Nu(T) # {0} y Nu(T) C Im(T).

4. Sea T: R® — R? la transformacion lineal T(x1,xp,x3) = (x1 + x2,3xp — x3) . Definir un

proyector p: R> — R3 tal que Top = 0.

5. Sean S: R® — R? y T: R® — RR? las transformaciones lineales dadas por S(x1, x2,x3) =

1 01
(x1 + x3, X1 + X2, X2 — x3) y At = 1 —1 0 |[.Hallar (TOS)_1(<(1,1,1)>).
0 10
1 0 -1
6. Sean T: R> - R, T(x) = [ 0 =1 1 |xyS={xeR¥2x; —x,+5x3=0}.
1 -1 1

Decidirsi To T(9,7,2) € S.

13
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Practica 9

Conicas

Definiciones y propiedades

Las cdnicas son curvas planas que se obtienen intersecando un cono con un plano.

En todos los casos, pueden definirse a partir de férmulas que involucran relaciones de distan-
cia. Existen puntos fijos (llamados focos) y rectas fijas (llamadas directrices) tales que los puntos
P dela conica cumplen que el cociente entre la distancia de P al foco y la distancia de P ala
directriz es una constante e llamada excentricidad.

Una pardbola es el conjunto de todos los puntos P del plano que equidistan de un punto fijo

F, el foco, y de una recta L que no pasa por F, la directriz.

El siguiente grafico representa a la pardbola que tiene foco F = (0,¢) y directriz L : y = —c¢

(c > 0). La ecuacion es x*> — 4cy = 0 (la forma canénica de la ecuacién de la parabola).

- — — —
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El eje de la parabola es la recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco. El vértice es el
punto de interseccién del eje con la pardbola (es el punto medio entre el foco y su proyecciéon

ortogonal sobre la directriz). En la pardbola del gréfico, el eje es el eje y y el vértice el (0,0).
d(P,F)
d(P,L)

En el caso de una parabola, la relacién de distancias es =1l=e.

La pardbola es simétrica respecto de su eje.

Una elipse es el conjunto de todos los puntos P del plano que cumplen que la suma de las

distancias de P a dos puntos F; y F, los focos, es constante 2a, con 2a > d(F, F,).

El siguiente grafico representa a la elipse que tiene focos F; = (—¢,0) y F, = (¢,0) (0 <c <
2

Yy

a). La ecuacién es — + i 1, con b = va? — ¢? (la forma canénica de la ecuacién de la
a

elipse).

Los vértices de la elipse son los puntos V; y V, de interseccién de la elipse con la recta que
pasa por los focos. El centro es el punto medio entre los focos (o entre los vértices). El eje mayor
es el segmento que une los vértices y el eje menor es el segmento perpendicular al eje mayor
que pasa por el centro y une dos puntos de la elipse. Los semiejes mayores son cada uno de los
segmentos que unen el centro de la elipse con los vértices y los semiejes menores son cada uno
de los segmentos incluidos en el eje menor que unen el centro con los puntos de la elipse. En
la elipse del gréfico los vértices son Vi = (—a,0) y V, = (4,0), el centro el (0,0), el eje mayor
estd incluido en el eje x y el eje menor en el eje .

Si ¢ es la distancia del centro de la elipse a uno de sus focos y a es la distancia del centro a
uno de sus vértices, la excentricidad de la elipse es e = 2 (0<e<1).

Cada foco F; (i = 1,2) de la elipse tiene asociada una recta directriz I; paralela al eje menor.
d(P, F;)

Cada punto P de la elipse verifica e = 4P, L)

,con i = 1,2. En el grafico, las directrices son

2 2

—a a
Liyix=—ylLly:x=—.

c c
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I " F

1 2

Ly N / L,
AY

La elipse es simétrica respecto de su eje mayor y de su eje menor.

Una circunferencia es el conjunto de puntos P del plano que estdn a una distancia fija » de un
punto dado C (el centro). Una circunferencia es un caso especial de elipse en el que los dos
focos coinciden.

El siguiente gréfico representa una circunferencia con centro C = (0,0) y radio r.

x> +y?>=7r?,con r > 0.

Una hipérbola es el conjunto de puntos P del plano que cumplen que el valor absoluto de la
diferencia de las distancias de P a dos puntos fijos F; y F,, los focos, es constante 22, siendo
2a < d(Pl,Fz) .

El siguiente gréfico representa la hipérbola con focos F; = (—¢,0) y F, = (¢,0) (c > a).

2 2

La ecuacion de esta hipérbola es o % =1,con b = V% —a? (la forma candnica de la

hipérbola).
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. : —b . .
En este grafico, las rectas de ecuacién y = —Xey=_xson las asintotas de la hipérbola.

Los vértices de una hipérbola son los puntos de interseccién de la hipérbola con la recta que
pasa por los focos. El centro es el punto medio entre los focos (o entre los vértices) y el eje
transversal o real, el segmento que une los vértices. En el grafico, los vértices son V; = (—a,0)
y Vo = (a,0), el centro es (0,0) y el eje transversal estd incluido en el eje x.

Si ¢ es la distancia del centro de la hipérbola a uno de sus focos y a es la distancia del centro
al vértice correspondiente, la excentricidad de la hipérbola es e = 2 (e>1).

Las directrices de la hipérbola son las rectas L y L, que son perpendiculares al eje transver-

d(P, F; . . .
sal y tales que cada punto P de la hipérbola verifica e = ﬁ ,con i = 1,2.5ilahipérbola
7
_ 2
estd dada por su ecuacién canoénica, las directrices son L : x = Ta yLo:x = % ,
Ly L,
F * 4 Vo ) I3

La hipérbola es simétrica respecto de la recta que contiene a su eje transversal y respecto
de la recta perpendicular a su eje transversal que pasa por el centro (el eje no transversal o

imaginario).
Reduccién a la forma canénica
La forma maés general de la ecuacién de segundo grado en las variables x e y es

ax?® + Bxy + vy + Ax +uy +v =0.

Para estudiar si representa una pardbola, una elipse, una circunferencia o una hipérbola se
aplican traslaciones o rotaciones convenientes de manera de transformar esta ecuacién en
otra que esté dada en forma canénica.

Si la ecuacion es de la forma ax? + yy? 4+ Ax+puy +v =0 (B = 0), para eliminar los términos

lineales, planteamos la traslaciéon (x,y) = (X +h,y+k).Sia # 0, h = 50y si v #0,

4
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k = ;—5 En el caso general de la ecuacién de segundo grado, si § # 0, el dngulo 6 que se
deben rotar los ejes para eliminar el término en xy viene dado por tg(20) = p f ~ sia#,

T .
00= L Se=7. Se plantea entonces

(x) _ ( cos(f) —sen(6) > (55)
y sen(f)  cos(6) v

Luego de estas transformaciones se obtiene la forma canénica de la ecuacién, es decir, una
ecuacion sin término xy, y con término lineal de una variable no nulo solo si el coeficiente del

cuadrado de esa variable es cero.

En lo que sigue, llamaremos lugar geométrico al conjunto de puntos del plano que cumple
con ciertas propiedades determinadas. Por ejemplo, el lugar geométrico de los puntos que

estdn a distancia 1 del origen es la circunferencia de ecuacién x> + y? = 1.

Ejercicios

Ejercicio 1. Hallar las coordenadas del foco y la ecuacién de la directriz de las siguientes

parabolas. Representarlas graficamente.

a) y* = 6x b) x* =8y c) 3y> = —4x

Ejercicio 2. En cada caso, hallar la ecuacién de la parabola que posee los siguientes elementos:
a) foco (3,0) y directriz x = —3.
b) foco (0,6) y directriz el eje x.
c) vértice (3,2) y foco (5,2).
d) vértice en el origen, eje igual al de coordenadas x y pasa por (—3,6).
e) veértice (—2,3) y foco (1,3).

Ejercicio 3. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo

(—2,3) esigual a su distancia a la recta x = —6.

Ejercicio 4. Dadas las siguientes ecuaciones de parabolas, calcular las coordenadas del vérti-

ce, las coordenadas del foco y la ecuacién de la directriz.

5
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a) y*—4y+6x—8=0
b) 3x2 —9x — 5y —2 =10

c) y*—4x—6y+13=0

Ejercicio 5. En cada caso, hallar la ecuaciéon de una pardbola que cumpla las condiciones

indicadas:
a) tiene eje paralelo al eje x y pasa por los puntos (3,3), (6,5) y (6, —3).
b) tiene eje vertical y pasa por los puntos (4,5), (—2,11) y (—4,21).

c) su vértice estd sobre la recta 2y — 3x = 0, su eje es paralelo al eje x y pasa por los puntos
(3,5) y (6,—1).

Ejercicio 6. El cable de suspensién de un puente colgante adquiere la forma de un arco de
parédbola. Los pilares que lo soportan tienen una altura de 60 metros y estdn separados una
distancia de 500 metros, quedando el punto mds bajo del cable a una altura de 10 metros
sobre la calzada del puente. Tomando como eje x la horizontal que define el puente, y como
eje y el de simetria de la parabola, hallar la ecuacién de ésta. Calcular la altura de un punto

situado a 80 metros del centro del puente.

Ejercicio 7. Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (2, —1) sea

igual a 5. ;Qué figura representa?

Ejercicio 8. Caracterizar la figura que se obtiene al aplicarle a la circunferencia x> +y> = 1

las siguientes transformaciones:

1
a) la contraccién en la direccién y de factor 5

30
b) la transformacioén lineal cuya matriz es ( 0 o ) .

Ejercicio 9. Para cada una de las siguientes elipses, hallar la longitud del semieje mayor, la

longitud del semieje menor, las ecuaciones de las directrices, las coordenadas de los focos y la

excentricidad.
x2 ]/2 5 ) x2 ]/2

Ejercicio 10. En cada caso, hallar la ecuacion de la elipse que satisface las condiciones indica-
das:
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a) focos (4,0) y (—4,0); vértices (5,0) y (—5,0).
b) focos (0,8) y (0, —8); vértices (0,17) y (0,—17).
c) focos (0,6) y (0, —6); semieje menor de longitud 8.

d) focos (5,0) y (—5,0); excentricidad g

Ejercicio 11.

a) Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos fijos (3,1)
y (=5,1) esiguala 10.

b) Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo (3,2) es la mitad

de la correspondiente a la recta x = —2.

Ejercicio 12. Hallar la ecuacién de la elipse

4/5

a) de centro el origen, focos en el eje x y que pasa por los puntos (—3,2v/3) y (4, TS) :
b) de centro (4, —1), uno de los focos en (1, —1) y que pasa por el punto (8,0).

c¢) de centro (3,1), uno de los vértices en (3, —2) y excentricidad e =

Wl

2
d) con uno de sus focos el punto (—1, —1), directriz x = 0, y excentricidad e = £ .

Ejercicio 13. Dada la elipse de ecuacién 9x% + 16y* — 36x + 96y + 36 = 0, hallar las coorde-
nadas del centro, la longitud del semieje mayor y del semieje menor y los focos.

Ejercicio 14. Un arco de 80 metros de luz tiene forma de media elipse (el semieje tiene longi-
tud 80 metros). Sabiendo que su altura es de 30 metros, hallar la altura del arco en un punto

situado a 15 metros del centro.

Ejercicio 15. La 6rbita de la Tierra es una elipse en uno de cuyos focos esta el Sol. Sabiendo
que el semieje mayor de la elipse mide 148,5 millones de kilémetros y que la excentricidad

vale 0,017, hallar las distancias maxima y minima de la Tierra al Sol.

Ejercicio 16.
a) Calcular el area de las elipses del ejercicio 8.

b) Calcular el 4rea de las elipses del ejercicio 10.
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Ejercicio 17. Hallar las coordenadas de los vértices y de los focos, las ecuaciones de las direc-

trices, las ecuaciones de las asintotas y la excentricidad de las siguientes hipérbolas:

a) 9x% — 16y* = 144 b) 49y% — 16x> = 784

Ejercicio 18. Hallar las ecuaciones de las hipérbolas que satisfacen las condiciones siguientes:
a) el eje transversal de longitud 8 y focos (5,0) y (—5,0).

b) centro (0,0), un foco (8,0) y un vértice (6,0).

Ejercicio 19. En cada caso, hallar el lugar geométrico de los puntos que satisfacen las condi-

ciones indicadas:

a) el valor absoluto de la diferencia de las distancias a los dos puntos (0,3) y (0, —3) es

iguala 5.

3
b) la distancia al punto (0,6) es igual a 5 de la correspondiente a la recta y = 3

c) el valor absoluto de la diferencia de las distancias a los puntos (—6,—4) y (2,—4) es

iguala 6.

Ejercicio 20. En cada caso, hallar la ecuacién de la hipérbola que satisface las condiciones

indicadas:

a) tiene centro el origen, ejes sobre los ejes de coordenadas y pasa por los puntos (3,1) y
(9,5).

b) tiene vértices (6,0) y (—6,0) y asintotas 6y = 7x y 6y = —7x.

Ejercicio 21. Hallar el centro, los vértices, los focos y las ecuaciones de las asintotas y repre-

sentar graficamente la hipérbola de ecuacién 9x? — 16y? — 18x — 64y — 199 = 0.

Ejercicio 22. En cada uno de los siguientes casos, por medio de una traslacion, transformar la

ecuacion dada en otra sin términos de grado 1 y caracterizar la figura que representa.

a) y>—6y —4x+5=0 b) x> +y*—2x—4y—20=0
) 3x> —4y? +12x +8y —4=0 d) 2x? +3y? —4x +12y —20 =0
e) x> —6x —4y+17 =0 f) X% +5y> 4+ 2x — 20y +25 =10
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Ejercicio 23. Deducir la ecuacién de la pardbola x> — 2xy + y? 4+ 2x — 4y + 3 = 0 cuando se

giran los ejes un dngulo de % .

Ejercicio 24. Hallar el angulo de rotacién de ejes necesario para eliminar el término en xy
de la ecuacién 7x% — 6+/3xy + 13y> = 16. Deducir la ecuacién que se obtiene al hacer esta

rotacién y caracterizar la conica.

Ejercicio 25. Decidir qué tipo de cénica define cada una de las siguientes ecuaciones hacien-

do, si es necesario, traslaciones y rotaciones.
a) xy—1=0 b) 2xy —x+y—-5=0
¢) x> —10xy +y*+x+y+1=0 d) 2x* +3xy + 2 +2x+1=0

e) 7x2 —61/3xy + 132 — (14 + 6v3)x + (26 + 61/3)y + 4 —64/3 =0

) 9x? +4xy +6y> +12x +36y +44 =0
y + 6y Yy

Ejercicio 26. En cada caso, hallar la ecuacién de la cénica que pasa por los puntos dados y

caracterizarla.

3v2 _3\@) (_3\/5 _sﬁ)
27 27 27 2

b) (1,6), (-3,-2), (-5,0), (3,4) y (0,10).

) (0,3), (3,0), ( y (~3,0).

Ejercicios surtidos

1. Hallar todos los valores de k € R para los cuales

a) la cénica x? — 2ky? + 3kx + 16y — 23 = 0 es una hipérbola con centro en (—3,2).

Para el valor hallado, encontrar la forma canénica.

b) la cénica 25x2 — 2k%y? — 50k?x + 12k%y + 144 = 0 es una elipse con centro en (4,3).
2. Dada la cénica kx? +2xy + ky? +2x + 2y + k=0,

a) clasificar la cénica de acuerdo a los distintos valores de k.

b) hacer un estudio completo de la cénica cuando k = 0.

3. Dada L : 3x — 8y = 7, encontrar todas las rectas paralelas a . que intersecan a la elipse

de ecuacion x? + 4y? — 100 = 0 en un solo punto.
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. Encontrar los puntos de interseccién de las pardbolas de ecuacién x> —4y = 0 y
x? —6x + 2y — 30 = 0.

. Hallar los puntos de interseccién de la elipse x> + 3y?> = 73 y la hipérbola x*> —y> = 9.

Graficar.

. En cada uno de los siguientes casos, encontrar todos los puntos de interseccién de las

conicas:
a) ?+y*—16x+39=07y 2 —y>—-9=0
b) 4x> —y> —8x+6y—9=0 y 2x>—3y>+4x+18y —43 =0

. En cada uno de los siguientes casos, encontrar todos los puntos de interseccién de las

cOnicas:

a) *>+y*+8x+7=0; ¥*+y?—4x+4y—-5=0y x*+y>-1=0
b) *+y*—5=0; ¥*+y>*—3x—y=0y 2x*+2y> —4x+2y =0
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